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Résumé. La fonction de couplage de Cantor, not€eest définie d&N x N dansN par C(z,y) =
(1/2) (z +y)(z+y+ 1) +y. Lathéorie du premier ordre des entiers naturels munis de la
fonction de Cantor est décidable.2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

The elementary theory of the Cantor pairing function is decidable

Abstract. The Cantor pairing functionC' from N x N into N is defined byC(z,y) = (1/2)
(z +y)(x +y + 1) +y. The first order theory of natural integers equipped with the
Cantor pairing function is decidablél 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Introduction

En 1873, Georg Cantor [1,2] a montré que les enseniblest N sont équipotents, ol est I'ensemble
des entiers naturels, en exhibant la bijection définie par :

Cle,y) = (1/2) (z+y)(z+y+1)+y.

Il existe bien d’autres bijections et injections Bé dansN. On appellgonction de couplagéen Anglais
pairing functior) toute injection/ de N? dansN.

Il est intéressant d’étudier la théorie élémentaire, c’est-a-dire la théorie du premier ordre, des structu
(N, J), d’abord parce que c’est une structure naturelle, ensuite parce que cela permet de répondre a
questions pour lesquelles la réponse n’est pas claire si on ne se restreint pas a un cadre logique
déterminé. L'étude de la théorie élémentaire nous a permis, par exemple, de bien faire la différence el
lesn-uplets et les listes/ir [3]).

Nous avons donné, dans l'article cité ci-dessus, d’'une part un exemple de fonction de cduplepgue
la théorie dgN, J) soit décidable et, d’autre part, un exemple de fonction (récursive) telle que la théorie d
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(N, J) soitindécidable. Aucun résultat n’était connu en ce qui concerne les fonctions de couplage naturel
bien connues, en particulier la fonction de Cantor définie ci-dessus, pour laquelle il existe de nombre
problémes ouvertsC(z,y) et C(y,x) sont les seuls polynémes du second degré, a coefficientsRjans
a établir une bijection entrd? et N (voir [9], p. 24) mais on ne sait pas ce qu’il en est si on enléve la
condition sur le degré.

Il existe un résultat général de complexité [Hi:f est une fonction injective d§? dansN alors la
complexité algorithmique de la théorie de la struct{® f, =) a une borne inférieure dans

NTime(exp, (O(n))),

2
ollexp,,(n) est une tour d’exponentiel®®  de hauteun.

Nous allons démontrer ici que la théofi& (N, C') est décidable en utilisant un résultat de Maltsev sur
les algebres libres. Notons que nous avons, depuis, amélioré ce résultat en démontrant que la théori
la structure(N, C, S), ou S est la fonction successeur, est également décidabie[d]) par une méthode
totalement différente et dont la démonstration est fort longue.

THEOREME —La théorie élémentaire de la structuf®, C'), ouN est 'ensemble des entiers naturels et
C'la fonction de couplage de Cantor, est décidable.

1. Rappels sur les algebres libres

Nous renvoyons, par exemple, a [6] pour une introduction a la logique du premier ordre ainsi que pc
les notations classiques utilisées dans ce domaine.

DEFINITION 1. - Une structure du premier ordfd, L) est unealgébresi, et seulement si, son langage
L ne contient pas de prédicat autre que I'égalité (et donc uniquement des symboles de fonctions;
constantes sont considérées comme des symboles de foriztines).

DEFINITION 2.—Une algébréA, L) estlocalement libresi, et seulement si, elle vérifie tous les axiomes
possibles de I'une des trois formes suivantes :

(&) #9(9),
f(a:1,-.-,xn)Zf(yl,...,yn)—>(a:1=y1/\---/\xn=yn),
t(x1,...,¢n) # ;.

Pour le premier type d’axiomesg,et g sont deux symboles de fonctions différentddet z ety des uplets
de variables, de longueurs égales aux aritég dedeg respectivement.

Pour le deuxieme type d’axiomesest un symbole de fonctions ded’aritén, etzy, ..., 20, Y1, -, Yn
des variables, toutes différentes.

Pour le troisieme type d’axiomesest un terme dé d’aritén, x1, ..., x, des variables et < i < n.

ProPOSITION 1 (Anatole Maltsev, [7]). Joute algébre localement libre a une théorie élémentaire
décidable.

2. Démonstration du résultat

Introduction — La démonstration repose sur la remarque fondamentale selon laquelle I'algébre de tern
sur le langagéC, 0, 1) engendréN mais n’est pas libre, puisqu’on®(0,0) = 0 etC(1,0) = 1. Cependant,
I'algébre de termes sur le langage compredart = C'(0,1),4 = C(1, 1) et quelques fonctions auxiliaires
est libre er engend® ~ {0, 1}.
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Remarquel. — Les constanteset 1 sont définissables dans I'algelité, C'), de la fagon suivante :
r=0cC(z,z) ==,
=1« (2#£0AC(z,0)=2).

Notations— NotonsLg, L1, Ry et Ry les applications d& dansN définies de la fagon suivante :
Lo(z) =C(0,z), Li(x)=C(l,z), Ro(z)=C(z,0), Ri(z)=C(z,1).

LeEmME 1.-L'algébre(N~ {0,1},2,4,C, Lo, L1, Ry, Ry) est libre.
Démonstration. -Résulte immédiatement des deux faits suivants :

C(z,y) =C(u,v) — (z=uNy=0),

C(z,y) >z et C(z,y)>y pour(z,y)#(0,0),(1,0).
CoROLLAIRE 1.-LathéorieTh (N~ {0,1},2,4,C, Lo, L1, Ry, R1) est décidable.

LEMME 2.-Tout termet(xy,...,2,,0,1) du langage{C,0,1}, non équivalent & ou a 1, est
équivalent & un terme du langage, 4, C, Lo, L1, Ry, R, }, ayant le méme ensemble de variables.

L'équivalence signifie qu'ils prennent la méme valeur dans le modele standard dont I'ensemble de b
estN.

LEMME 3 (Réduction). -Pour toute formuleF(z1, . .., z,) du langage{C, 0,1}, il existe une formule
o(F)(z1,...,z,) de{C, Ly, L1, Ry, Ry } telle que, pouny,...,a, € N~ {0,1}, on ait:
(N,C,0,1) E Flay, ..., an)

si, et seulement si,
(N,2,4,C, Lo, L1, Ro, R1) E p(F)lax,...,a)].
Démonstration. H suffit de poser :
p(=F) = —p(F),
P(FANG) :=p(F) A p(G),
p(3xF) =3z >2)(p(F))(x) V @(F[0/a]) V o (F[1/2])

[en remarquant dans ce dernier que, enFait> 2 est équivalent & = dans la structuréN, 2,4, C, Lo, L1,
Ro, R1)],

4=4,
p(t=0):=pt=1) =p(0=t) :=p(l=t) :=4#4,

@(0=0) :=¢(
p(0=1) :=¢(
pt=u) :=t=u

1) :

]_:
1=0) :=

[pour des termesetu non réduits @ ou al, dans les deux derniers cas]a

On en déduit facilement la décidabilité @ (N, C).
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