Informatique Quantique

Frédéric Magniez

Cours 3:
Algorithmes élémentaires, algorithme de Grover

Un premier algorithme

Probleme
- Entrée: f:{0,1}" — {0, 1} soit constante, soit balancée
- Sortie: 0 ssi f estconstante

- Contrainte: f est une boite noire

Complexité en requétes
- Déterministe: 1 + 27!
= Quantique: 1
Cas n=1
- Probléme équivalent a décider si f(0) = f(1) pour f quelconque




Solution quantique (n =1)

@ x — f(x) n'est pas nécessairement réversible !

Implémentation de f

Circuit quantique

|0) «----- ‘H |——{Sf |——1H |—*+ Mesure | ffffff ?

Analyse (n =1) 4
f consaante |}
0y -~ [H |- {8y |--{H |- {Mesure |-

f balancée™ |1)

Initialisation : |0)

Parallélisation : 25(10) +11))

Appel de la fonction : T30 @10) + T D)1))

Interférences : (0 @(j0) + [1)) + /@ (Jo) — |1)))

Au final : L0 + D)0y + (0@ = 1/ M)[1))

@ Dans ce cas la supériorité du quantique ne vient pas de I'enchevétrement,
mais des interférences constructives et destructives.




Solution quantique (cas général)

Implémentation de f

QFT 1 def

Exercice
- Vérifier que

QFT,|z) = 52 Y (-1"|y)

Y avec T -Y = Zwlyl mod 2
i

Exercices

Exercice |

- Montrer que le circuit suivant résout le probléme

|0™) «----- JH®n|**{Sf |——1H®”|”+ Mesure | ffffff ?
Exercice 2
- Montrer que le méme circuit permet de trouver f avec la promesse que
f@)=a-a

- Remarque : on montre que pour ce probléme, la complexité probabiliste
en requétes est en §2(2"/?)




Rappels sur les portes et les circuits

Portes
= Une porte est une transformation unitaire qui agit au plus 3-qubit
Uecui®), k=1,2,3

Circuit
- Un circuit est la décomposition d’une transformation unitaire en portes
IR — H
G «—> T
- — NOT[—INOT
S L Rx )\
4

G=((Is®Rxn)(I> ® c-Not)(H ® I ® c-Not’)
4

Théoreme
= Il existe une famille universelle finie de portes a |-qubit et 2-qubit

Calculer logiquement une fonction

Définition
= Uncircuit C = Cp,...C5C, calcule une fonction F' si pour toute

entree x: C(w’ok’) = (F(x), 2)

- La taille d’un circuit est le nombre de portes utilisées pour le réaliser.

- La complexité d’'une fonction est la taille minimale du circuit qui la calcule

C NO
w {

OR

AND

0 —NOT

Remarque
= La complexité d’'une fonction ne dépend pas du choix de base universelle
de portes (a une constante multiplicative pres qui ne dépend que des
bases)




Calculer quantiquement une fonction 9

Définition
= Uncircuit U = Uy, ...UsU; calcule une fonction F' avec erreur € si
pour toute entrée  :
S (F (@), 2|U)e, 092 > 1 —

z
- La taille d’un circuit est le nombre de portes utilisées pour le réaliser.

= La complexité approchée (resp. exacte) d’une fonction est la taille
minimale du circuit qui la calcule avec erreur 1/3 (resp. 0)

* H e
|:c>{ >1—e¢

. ]- Mesure——> »——— | F'(x))

0)  e——INoT—{NOT]

*—1
4

0 —%

Remarques
- La complexité d’une fonction ne dépend pas du choix de base universelle

- Lerreur peut arbitrairement étre réduite a € par log(1/¢) itérations

Calcul réversible 10

Circuit réversible
= Un circuit logique est réversible s’il n’utilise que des portes réversibles
= Un circuit réversible est aussi un circuit quantique

(car il permute les éléments de la base classique)

Notation : r:{0,1}* — {0,1}™
fo : {0,1}"t™ — {0,1}"t™  fg(x,y) = (z,y ® f(x))

Théoreme

- Toute fonction F' calculable par un circuit logique de taille L est aussi
calculable par un circuit réversible de taille O (L)

porte f wmp porte réversible fg + c-NOT




Forme normale d’un calcul réversible I

Théoreme

- Dans le théoréme précédent on peut demander que le circuit calcule Fg
et que les bits auxiliaires reviennent a 0, i.e. que le circuit soit en forme

normale : ¢e— | 5
r e—] —
o —
Y e— Circuit réversible —— y @ F(a:)
I — >
0k —— —— (F
Preuve : +— >
€Xr ] . . L €T
+«| Circuit Qrcmt >
Ok pe— inverse > Ok
pd iy >
Yy Ay > y& F(x)
L  [Nor
Calcul réversible vs calcul quantique 12
Corollaire

- Si Faune complexité classique L alors sa complexité quantique est en O(L)

= F et c-F ont des complexités classiques (resp. quantiques) équivalentes

Théoréme

- La porte de Toffoli (avec la porte NOT pour générer des bits a |) est
universelle pour le calcul réversible

T(a,b,c) = (a,b,c® (a A D))
- La porte de Toffoli (avec NOT...) et la porte de Hadamard sont universelles
pour le calcul quantique

- La porte c-NOT et racine carrée de NOT (ou Hadamard) sont universelles
pour le calcul quantique

Exercice

- Montrer comment implémenter Sp|x) = (—1)F(m)|m),lorsque F esta
valeurs booléennes, en utilisant Urp|z,y) = |Fp(z,y)) = |z, y D F(x))




Mesures intermédiaires 13

Théoréeme

= Une fonction calculable par un circuit avec des mesures intermédiaires
I'est aussi par un circuit comparable avec uniquement une mesure a la fin.

Exercice

- Montrer le théoréme pour les cas suivants :

Faire un raisonnement a I'aide de matrices densités bien choisies

Mesure implicite

o = Tl

Mesure de contréle

=]
Il

Complexité 14

Définition
- Un algorithme quantique pour le calcul d’une fonction F': {0,1}" — {0,1}"
est un algorithme classique qui calcule une famille de circuits (C})nen

telle que C), calcule avec précision € > 1/2 la fonction F restreinte
aux entrées de {0, 1}"

- La complexité en temps 7'(n) d’'un algorithme quantique est la taille du
circuit C,, PLUS le temps qu'il faut pour décrire le circuit C,, avec
précision O(1/|C,,|)

Remarques

- En régle générale la description du circuit est négligeable

- Les amplitudes des portes sont donc calculables !

- La complexité ne dépend pas du choix des portes

Classes de complexité

- Fonctions (problémes) calculable (résoluble) en temps polynomial en la
taille de I'entrée
déterministe : P
probabiliste avec précision € > 1/2 :BPP P C BPP C BQP
quantique avec précision € > 1/2 :BQP - a




Le probleme des cadenas

Probleme
- Entrée: f:{0,1}" — {0,1} telleque Flw,: f(x) =1
- Sortie: To

- Contrainte: f est une boite noire

Reformulation
- N=2" et f:{1,2,...,N} — {0,1}

Complexité en requétes
- Probabiliste : O (V)
- Quantique: O(V/N) (preuve de Poptimalité en projet !)
N =4 — 1 requéte

Remarques préliminaires

Implémentation de f

Z agle) «-----1Sf|----- > Z (—1)f@ag|x) = Z o) — 20,,|T0)
xT €T xr

Double porte de Hadamard

) [ H] 73(10) + ™[1))
le2) «-----|H [~ 75(10) + (-1™[1))

» Y @o™y)
Yy

avec -y = x1y1 + x2y2 mod 2




Solution quantique (IV = 4) 17

o *_Iir‘sf pEay S5, R o)
o - [ fE] L] [E]
Initialisation : |00)
Parallélisation : 1(]00) + [01) + [10) + |11))
Appel de f: 2 2_I) = fza)
Interférences : 00) — 2> (~1)=]y)
Appel de §,: —|00) — ;(i (—1wv|y) — 2]00)) = —H ® H|zo)
Regroupement : —|o) m
Exercice : Analyse numérique 8

Opérateur de diffusion

- Soit 'opérateur D = H®?(S;,)H®? Calculer D
- Montrer que (—D) appliqué a un état |?)), effectue sur chaque

coordonnée une symétrie par rapport a la moyenne des amplitudes.

A l'aide d’un graphique des amplitudes, représenter le graphe des
amplitudes de I'état du circuit apreés la parallélisation, I'appel de f, puis
I'application de (—D)

00 ol 10 Il 00 ol 10 Il 00 ol 10 Il

Montrer que remplacer D par (— D) ne change rien a I'analyse. Conclure

Justifier pourquoi 'algorithme utilise D




Exercice :Analyse géomeétrique 19

Opérateur de Grover

G- - EDEEE -

Exercice

- Pourquoi remplacer S;, par —S;s, ne change rien a I'analyse ?

- Interpréter S; comme une symétrie orthogonale dont on calculera
I'espace de symétrie.

- Faire de méme avec —Sj, puis avec H®*(—S;,) H®?
- Montrer que le plan Vectr(|xg), lunif)) est stable par G

- Dans ce plan, montrer que G est une rotation dont on calculera I'angle
1
|z0)

= Conclure

|0) = |unif)

|0)

Analyse numérique 20

Changement de phase « :amplitude de ;3 :autres amplitudes
o + (N -1)p* =

U T

s QS S S S S S S S S — S — S S E—————
0

a— —« B— g

Inversion par rapport a la moyenne

moyenne -7

oo LTI

—at—>a—|—%((N—1),8—a):a—|—26—%(ﬁ—{—a)
B —B+(N-1B-a)=8-F(B+a)

Conclusion : o =sin((2j +1)8)  sinf =
- Nombre d'itérations : 1"~ 7V N




Analyse géomeétrique 21

Opérateur de Grover
G- - 5 EE

- Vectg(|zo), [unif)) est stable par G |0) |4po) = |unif)
- Dansceplanona &
S§ = —Szg) = Sy |%2)
—Ss = Sjor) |43)
H®" Sy H®" = S|unif) )

>{ |0)

Conclusion
-G = *S’\unif>‘5'|l'o>L - R29
avec sin @ = (unif|x,) = \/%
- Et donc nombre d’itérations :

T:%\/N

Cas des solutions multiples 22

Nombre connu : ¢
sinf = (unif|ﬁ Yy lTo) = \/% = %ﬁ itérations conviennent

Nombre inconnu (l) : réduction probabiliste
= Partirde m =1
- Choisir aléatoirement un entier j € {0,1,...,m — 1}

- Effectuer j itérations de I'opérateur de Grover sur la superposition

N
. 1 .
uniforme i E |2)
i=1 . .
- Observer le registre, soit ¢ la sortie obtenue

- Si F'(¢) = 1,alors renvoyer i et s’arréter
- Sinon, fixer m = min(8m /7, Vv IN') et recommencer

Théoreme : temps moyen = O(\/§)
Nombre inconnu (Il) : comptage quantique
= Temps (dans tous les cas) : O(\/g)




Exercices

23

Exercice |

- Combien de requétes sont-elles nécessaires si £t = N /4 ?

Exercice 2
- Soit une fonction f : {1,..., N} — {1,..., N} 2-vers-I

va3ly : f(z) = f(y)

- Combien de requétes a f utilisez-vous classiquement pour trouver une
paire (z,y) : x # y, f(z) = f(y) ?

- Méme question quantiquement.

Exercice 3

- Méme exercice sans hypothese sur f




