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Introduction

Définitions :
- Un {alphabet} est un ensemble fini quelconque dont les éléments sont dits : « symboles »

Exemples :{0,1}, {A,B ,…,Z}

- Par {concaténation} ou {juxtaposition} de symbole d’un alphabet (, on obtient un mot sur (.

- Si ( est un alphabet on note par (*, l’ensemble de tous les mots que l’on peut former avec des            symboles de (.

Exemples : {0,1}*={0,1,00,01,001,10101,…} (* est toujours infini

- La {longueur} d’un mot (((*, dénoté par |(|, n’est rien d’autre que le nombre de symboles qui 

compose (.  Exemple |011010|=6

- Parmi les mots de (*, il y a toujours le mot vide noté (. Le mot vide ne contient aucun symbole, 

  On a |(|=0

- Un {langage} sur un alphabet ( est n’importe quel sous ensemble de (*

Un langage peut être fini ou infini

L’opération de concaténation peut être effectué aussi sur les mots.

Exemple : 

Soient v((*, w((*, on note v·w=vw le mot obtenu en mettant bout à bout v avec w

v=aba w=ab vw=abaab (La concaténation n ‘est pas commutative)

Propriétés :

- ( est l’élément neutre par rapport a la concaténation :   (v((*   v·( = (·v = v

· · est associative (v·w)·v = v·(w·v)

Définitions :

- Soient 
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((, la concaténation de 
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est le langage :
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- Soit 
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 un langage : on définit
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En général : 
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- Si 
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 est un langage, on note :
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Si {(}(
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L’opération * est dite {étoile de Kleene}

- La famille des {langages rationnels} est la plus petite famille sur ( qui :

1) contient les langages constitués d’une seule lettre de (, c’est à dire tous les langages {a}  (a((
2) contient le langage qui ne contient que le mot vide : {(}

3) est fermée relativement à l’union, la concaténation et à l’étoile de Kleene

Exemples :

Soit (={a,b}

L={( | ( commence par a} ( (*, L = a(a | b)*

L={mot de longueur paire}={aa | ab | ba | bb}*

· Un langage rationnel peut être représenté par une expression rationnelle, c’est à dire une expression qui utilise uniquement les lettres et les symboles opérationnels :

U (union), ·(concaténation), * (étoile de Kleene)

Le langage L={anbn | n(N}={(,ab,aabb,…} n’est pas rationnel. Ceci sera démontré plus tard.

Définition :

- Un automate est un quadruplet (Q,I,T,()

- Q  est un ensemble quelconque, ses éléments sont dits états.

- I ( Q   ses éléments sont dits {états initiaux}.

- T ( Q  ses élément sont dits {états terminaux}.

- ( ( Q
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P(Q) est l’ensemble des transitions.

Un automate peut être représenté par un graphe orienté :

· les états sont représentés par les sommet du graphe.

· [image: image1.wmf]1
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Un état initial a une flèche rentrante
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Un état initial a une croix

· Une transition (p,a,q)(( est représenté par une flèche du sommet p au sommet q étiqueté par a :

                          a
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Définitions :

Soit a=(Q,I,T,() un automate.

- Un {chemin} est une suite d’états : 
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- Un {chemin réussi} est un chemin 
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 soit un état initial 
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- L’{étiquette} d’un chemin est le mot obtenu par concaténation des lettres qui sont les étiquettes des                       flèches qui composent un chemin

- Un mot ( est reconnu par l’automate si ( est l’étiquette d’au moins un chemin réussi.

Etant donné un automate il est facile de déterminer un autre automate équivalent au premier (c’est a dire qui reconnaît les mêmes mots) mais qui soit complet (c’est à dire sur lequel on puisse lire tous les mots). Pour cela il suffit d’ajouter un état (puit) et d’envoyer sur cet état toutes les flèches manquantes (sans oublier les boucles sur l’état puit lui-même).

Automates Déterministes :

Définition :

- Un automate est déterministe si :

1) a a un seul état initial.

2) Pour tout état q(Q et pour toute lettre a(( il existe une seule flèche sortante de q et ayant l’étiquette a.

Etant donné un automate non déterministe il est possible d’obtenir un automate déterministe équivalent.

Soit a =(Q,I,T,()

Cet automate est construit comme suit a’=(Q’,I’,T’,(’)

  - Q’ est constitué des sous ensembles de Q ,  Q ’( P(Q)

  - I’ est l’ensemble des états initiaux de a
  - T’ contient tous les sous ensembles de Q qui contiennent au moins un état de T

  - (’ est définie comme suit :

    Si E ( Q’ est un état de Q’ et x(( ,  
[image: image49.wmf](

)

(

)

U

E

i

x

i,

δ

=

x

E,

'

δ

Î


Exemples :

1) Exemple d’un automate non déterministe                                 

                                      a                      b                     a,b                          état initial

                                            a                     a,b                                            état final

2) Déterminisation d’un automate non déterministe :

                            a,b                                         

       a,b 

                               




    a

            b


l’expression rationnelle du  










langage reconnu est :











(a | b)*ab(a | b)*


L’automate déterministe correspondant est le suivant :

                    
     b


b

        b












   a


b









            b        a









a




Les mots reconnus sont les mêmes 

Mais ici il n’y a qu’un chemin possible ayant comme

Etiquette un mot donné.

Définition :

Un automate a reconnaît un langage L si a reconnaît tous et seulement les mots de L

((L ( ( est reconnu par a
Propriétés des langages

Soit ( un alphabet 

( On note Rat(() la famille des langages rationnels sur (, c’est à dire la famille de tous les langages sur ( pouvant s’exprimer par une expression   rationnelle.

( On note Rec(() la famille de tous les langages sur ( reconnaissables, c’est à dire pour lesquels il existe un automate le reconnaissant (famille des langages reconnaissables)

Théorème de Kleene

Pour tout alphabet (, on a Rat(()=Rec(()
Propriété de fermeture de la famille Rat(()=Rec(()

- On sait déjà que RAT est fermé relativement à U,·,*

- Rat=Rec est fermé relativement au complémentaire, c’est à dire si L est dans RAT alors 
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 est dans Rat (Il suffit de prendre un automate déterministe qui reconnaît L et échanger les états terminaux avec les états non terminaux. Ce nouvel automate reconnaît 
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- Puis que ( A et B :  A
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Langages non rationnels
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 n’est pas rationnel

On ne peut pas le décrire avec une expression rationnelle, ni le reconnaître avec un automate fini. 

Pour démontrer que ce langage n’est pas rationnel nous avons besoin du lemme d’itération pour les langages rationnels

Lemme d’itération pour les langages rationnels

Si L est un langage rationnel alors il existe un entier positif n(N tel que tout mot de L ayant une longueur ( n peut se factoriser comme (=fxg ou :

1) | fx |( n,  |x|(0
2) ( p(N on a  fxpg ( L
Le langage anbn ne satisfait pas ce lemme.

Exemples :

Supposons que 
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 soit Rat. Alors il doit satisfaire le lemme d’itération.

Soit N l’entier du lemme

Soit 
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an
 
  bn


 f=ai











 x=aj
     f           x

   g


 g=an-i-j bn




Or, quelle que soit cette factorisation (c-a-d, quels que soient i et j) :

(p tel que 
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( L et donc la condition 2)  du lemme d’itération n’est pas satisfaite. Par exemple on peut prendre p=0 et on a
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( L  parce que il y a plus de b que de a et donc le langage n’est pas rationnel.

Pour montrer qu’un langage n’est pas rationnel on peut aussi utiliser les propriétés de fermeture comme dans l’exemple suivant :

L2={( | ( a autant de a que de b} = {(,ab,ba,aabb,baba,…} n’est pas rationnel. En effet : 

L2 
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 a*b*=L
or L n’est pas rationnel et Rat est fermé sur 
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donc L2 
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 a*b* devrait être rationnel, mais L ne l’est pas donc L2 n’est pas rationnel.
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Grammaire (hors contexte)

Langage algébriques

Motivation

Définir les langages de programmation

Modéliser et vérifier expressions arithmétiques (imbrication des parenthèses) et structures de blocs (Begin…End)

Grammaire

Ensemble fini de non terminaux (variables, catégories syntaxique)

Règles (productions) qui décrivent comment les langages sont obtenus en utilisant des non terminaux et des terminaux

Origine

Description de langages naturels par les linguistes

Exemple :

<phrase>
      ( <phrase nominale> <phrase verbale>

<phrase nominale> ( <adjectif> <phrase nominale>

<phrase nominale> ( <nom>

<nom>

      ( garçon

<adjectif>
      ( petit

Les symboles entre <…> représentent les catégories syntaxiques aussi dites non terminaux ou variables

En informatique

La raison pour étudier les grammaire est la description de langages de programmation.

Exemple :

Expression arithmétique

<expression>  ( <expression> + <expression>

<expression>  ( <expression> * <expression>

<expression>  ( (<expression>)

<expression>  ( id

variables : <expression>

terminaux : +,*,(,),id

Exemple :

Voici comment en utilisant les règles de cette grammaire on peut dériver l’expression ( id + id ) * id ou id est un identificateur quelconque.

<expression> ( <expression> * <expression>


         ( (<expression>) + <expression>


         ( (<expression>) * id


         ( (<expression> + <expression>) * id


         ( (<expression> + id) * id


         ( ( id + id ) * id

On va maintenant définir formellement les grammaire (hors-contexte)

Définitions :

G=(N,(,P,S)

N Ensemble fini de Non terminaux

( Ensemble fini de Terminaux (( et N sont disjoints)

P Ensemble fini de Production de la forme A ( (

A variables (non terminal)


( chaîne de caractères dans (N ( ()*, peut être la chaîne vide

S symbole de départ, S(N

Exemple 1

G={{E},  {+, *, (, ), id},  P,  E} avec P

E(E + E

E(E * E

E( ( E )

E( id

Abréviations usuelles

A,B,C,D,E,S 
variables, symboles non-terminaux

a,b,c,d,e
terminaux

u,v,w,x,y,z
chaînes de terminaux

(,(,(

chaînes de terminaux ou non-terminaux

Une grammaire peut être donnée juste par la liste de ses productions

Si A(
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 sont des productions de variable A dans une grammaire nous pouvons écrire

    A(
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ces production sont aussi appelées : A-productions

Exemple 1

E(E+E | E*E | (E) | id

Dérivations et langages

Soit une grammaire G=(N,(,P,S)

Si A ( B (P et (,( ( (N U ()*

Alors (A( 
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On dit que (A( se dérive directement en (B(
(La production A ( B est appliqué à (A( pour obtenir (B()

Soient 
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est la clôture réflexive et transitive de 
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Définitions :

- Le {langage engendré} par G (appelé L(G)) est {( | ( ( (* et S
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- Un mot ( ( (( U N)* est appelé proto-phrase si S
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· Deux grammaires G1 et G2 sont équivalentes si L(G1)=L(G2)

· Un langage L1 est algébrique si il y a une grammaire algébrique G avec L(G)=L1

Exemple 2

Soit G=(N,(,P,S)

N={S}

(={a,b}

P={S( aSb | ab}

1) S ( aSb ( aaSbb ( aaaSbbb ( … ( an-1 S bn-1  ( an bn 

2) Chaque fois que S( aSb est utilisé le nombre de S reste le même

Après utilisation de S( ab le nombre de S décroît de 1

Puisque chaque production à un S à gauche, l’ordre d’application de production est fixe.

Et donc L(G)={ an bn | n ( 1}

Exemple 3

Soit G=(N,(,P,S)

N={S,A,B}

(={a,b}

P={ 
S( aB | bA


A( bAA | a | aS


B( aBB | b |bS  }

On essaye de former des mots pour ce donner une idée du langage.

S ( bA ( bbAA ( bbAaS ( bbAaaB ( bbaaab ( bbaaab

On peut conjecturer que L(G)={( ( (+ tel que |(|a = |(|b }

Preuve : Par induction sur la longueur d’un mot

Hypothèse d’induction :

Pour ( ( (*

1) S
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( ssi |(|a = |(|b

2) A
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( ssi |(|a = |(|b +1
3) B
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L’hypothèse d’induction est vrai si |(|=1, parce que 

1. A
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a   B
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2. S ne peut pas se dériver en une phrase de longueur 1

3. Toutes les productions sauf A(a et B(b font croître la longueur d’une chaîne de caractères

Supposons l’hypothèse vrai pour ( avec |(|=k-1 et on veut montrer que l’hypothèse est vrai pour k

Partie 1) S
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On montre d’abord l’implication

La dérivation commence avec S( aB ou S( bA 

( est de la forme a(1 avec |(1|=k-1 et B
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(1 Hypothèse d’induction |(|a +1 = |(|b 
et donc|(|a = |(|b 

Argument similaire pour S( bA 

On montre ensuite blabla

|(|a = |(|b ( S
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( commence avec un a donc (=a(1, |(1|=k-1 et |(|a +1 = |(|b
Hypothèse d’induction B
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Partie 2 et 3 à finir

Arbres et dérivations

Considérons la dérivation vue précedemment.

<expression> (<expression> * <expression>


        (
(<expression>) + <expression>


        (
(<expression>) * id


        (
(<expression> + <expression>) * id


        (
(<expression> + id) * id

· ( id + id ) * id

Cette dérivation peut être représenté par l’arbre suivant dit {arbre de dérivation}

         expression>


<expression>

 *

<expression>


    (
  <expression>
     )

     
          id


<expression>     +     <expression>


                                 id


   id

Remarque : On ne voit pas l’ordre des dérivation dans l’arbre

Définition : 

Soit G=(N,(,P,S) une grammaire algébrique les propriétés suivantes :

Un arbre de dérivation pour G est un arbre avec

1) Chaque nœud a comme étiquette un symbole dans NU(U{(}

2) L’étiquette de la racine est S

3) Chaque nœud à l’intérieur de l’arbre a une étiquette dans N

4) Si n (avec étiquette A) est un nœud et n1,…,nk (avec étiquette X1,…,Xk) ses fils (de gauche et droite) alors A(X1X2…Xk est une production de G

5) Si un nœud n a une étiquette ( alors n est une feuille et est fils unique

Exemple 4

Soit la grammaire donné par

S( (AS | a

A( SbA | SS | ba


S

a
A
S

 


        S    b   A       a
Frontière de l’arbre (feuilles de gauches à droite)

On remarque que l’on peut avoir plusieurs dérivation correspondantes à cet arbre par exemples les 2 dérivations suivantes.

S(aAS(aSbAS(aSbAa

On a bien le même résultat final

S(aAS(aAa(aSbAa

Théorème :

Soit G=(N(,,P,S) une grammaire

Alors S
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( ssi il y a un arbre de dérivation dans G qui a ( comme  frontière.

Définitions :

- Une {dérivation gauche} est une dérivation dans laquelle à chaque pas une production est appliqué à la variable (non-terminal) la plus à gauche

- Une {dérivation droite} est une dérivation dans laquelle à chaque pas une production est appliqué à la variable (non-terminal) la plus à droite

Remarque :

A chaque arbre de dérivation pour un mot ( correspond exactement une dérivation gauche et une droite.

Mais un mot ( peut avoir plusieurs arbres de dérivation

Définition :

- Une grammaire algébrique est ambiguë si il y a un mot ( qui a 2 arbres de dérivation différents.
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Définition :

Grammaire Algébrique ou grammaire Hors-contexte (Context-free)

G=((,N,P,S)

( est un alphabet (symbole terminaux)

N est un alphabet (symbole non-terminaux)

P est l’ensemble des règles de dérivation. Une règle a la forme A((, où A (N et ( ( ((  U N)*

S est l’axiome, c’est un élément de N

La signification d’une règle A(( est la suivante : à chaque fois que le symbole A apparaît dans un mot on peut le remplacer par (.

Définition :

Soit (X( un mot où (,( ( (( U N)* et où X(N, 

on dit que (X( se dérive (en une seule étape) en ((( si : X(( ( P

En général on dira qu’un mot u se dérive en un mot v (et on écrira u
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v) s’il existe :

ui=u1,u2,u3,…,un=v tel que ui(ui+1 (ui se dérive en ui+1 en une seule étape) pour tout i=1,2,…,n-1

Etant donné une grammaire G, le langage engendré par G est L(G)={( ( (* | S 
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Exemple :

(={a,b,c}

N={S,U,V}

P ={  S( UV



         U( aUb | (



         V( cV | ( }

Alors L(G)={anbncm | n,m entier}

Définition :

On dira qu’un langage L ( (* est algébrique (context-free) ssi il existe une grammaire algébrique G telle que L=L(G)

Propriétés de fermeture de la famille des langages algébriques

(relation entre langages rationnels et langages algébriques)

Soient L1 et L2 2 langages algébrique

L1 U L2 est-il algébrique ?

On sait que

( G1=((1,N1,P1,S1) tel que L1={( ( (1* | S1
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( G2=((2,N2,P2,S2) tel que L2={( ( (2* | S2
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alors la grammaire

G=((1U(2 , N1 U N2 U {S} , P1 U P2 U{S(S1|S2} ,S}  (où S est un nouveau symbole)

engendre L1 U L2 et donc L1 U L2 est algébrique


L1.L2 est-il algébrique ?

G=((1U(2 , N1 U N2 U {S} , P1 U P2 U{S(S1S2} ,S}

Engendre L1.L2 et donc L2.L2 est algébrique


L1* est-il algébrique ?

G=((1 , N1 U {S} , P1 U{S(( | S1S} ,S}

Engendre L1* et donc L1* est algébrique


Donc la famille de tous les langages algébriques sur un alphabet ( est fermé relativement à U,(,*

Conséquence : la famille des langages algébriques sur un alphabet ( contient la famille des langages rationnels sur le même alphabet. De plus, la famille des langages algébriques contient évidemment les langages {(} et {a}  (a((
Raison :

Alg(() contient les langages constitués d’une seule lettre (S(a) et Alg(() est fermé relativement à U,(,*

Or, Rat(() a été définie comme la plus petite famille avec ces propriétés et donc Alg(()(Rat(()

Etant donné un langage rationnel L (pour lequel on a un automate qui le reconnaît) on peu effectivement construire une grammaire qui l’engendre.

Soit a=(Q,I,T,() tel que L=L(a), a est déterministe et choisissons a déterministe.

On construit G comme suit :

( est le même alphabet que celui de a
N={Sq | (q(Q}  (même nombre de non-terminaux que d’état)

P={Si ( xSj ou ((i,x)=j dans l’automate} U {Si ( (, (i(T}

Sio est l’axiome, où io est l’état initial

Exemple :














         a











         b




S1 ( aS2 | bS3





       



(
S2 ( bS1 | aS4 | (



                                                                    b

         b
   a


S3 ( aS3 | bS4 










S4 ( bS4 | aS2 | (




        b










                          a  a                              a

Définition :

Soit G=((,N,P,S) une grammaire, et soit X(N un symbole non-terminal.

On dit que X est {accessible} si :  ( (X( ( (N U ()* tel que S
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 (X(
On dit que X est {co-accessible} s’il existe u( (* tel que X
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Les symboles qui sont en même temps accessibles et co-accessibles sont dits {utiles} les autres sont dits {inutiles}.

Théorème :

Soit L un langage et G une grammaire tel que L=L(G) alors il existe toujours G’ tel que L=L(G’) et G’ ne contient pas de symboles inutiles.
Preuve (Algorithme d’élimination)

1er étape : élimination des symboles non co-accessibles

Vieux_N =0 ;

Nouveau_N = {X(N | X ( ( où ( ( ( *}


Tant que Vieux_N ( Nouveau_N faire



Vieux_N = Nouveau_N



Nouveau_N = Nouveau_N U {X(N | X(( où (((( U Vieux_N)*}


Fin

N’=Nouveau_N

P’={(X(()(P | ((((UN’)*}

2eme étape : élimination des symboles non accessibles

Vieux_E = S

Nouveau_E= S U {X ( ( U N | S( (X(}

tant que Vieux_E ( Nouveau_E faire


Vieux_E = Nouveau_E 


Nouveau_E = Nouveau_E U {X ( ( U N | Y( (X( et Y( Vieux_E}

fin

N’ = N ( Nouveau_E

(’ = ( ( Nouveau_E

P’ = {X ( ( | X ( ((P| X(N’, ( ( (N’ U (’)*}

Exemple :

S( AB | AC




A( aA | ( | aa




B( bbB | (




C( BC | AC




D( aDb | (




E( aEb | (



Vieux_N=0


1er boucle de l’algo 1

Nouveau_N={A,B,D,E}

Vieux_N={A,B,D,E}

2eme  boucle

Nouveau_N={A,B,D,E} U {S}

Vieux_N={A,B,D,E,S}

3eme boucle

Nouveau_N={A,B,D,E,S} U Ø

On peut donc éliminer C

Après la fin de l’algorithme 1 on a la grammaire suivante :

S( AB




A( aA | ( | aa




B( bbB | (




D( aDb | (




E( aEb | (
L’algorithme 2 fait la chose suivante :

Vieux_E={S}

Nouveau_E={S} U {A,B}

Vieux_E={S,A,B}

Nouveau_E={S,A,B} U {a,b}

Vieux_E={S,A,B,a,b}

Nouveau_E={S,A,B,a,b} U Ø
Et on obtient finalement :

S( AB




A( aA | ( | aa




B( bbB | (




L={anb2m | n,m entier}=a*(b2)*

Attention l’ordre des 2 algorithmes est important
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Théorème :

Si G=((,N,P,S) est une grammaire algébrique, alors il est possible de trouver une grammaire G’ équivalente à G et qui ne contient pas de symboles inutiles.
Exemple :

S ( aA | bBB| abAS | BC

A ( aB | bA | a

B ( aB| bB

C ( aA | bS | a

En appliquant l’algorithme 1 on a : 

N’={A,C} ( {S} ( Ø  On simplifie donc la grammaire pour obtenir la grammaire suivante :

S ( aA | abAS 

A ( bA | a

C ( aA | bS | a

On applique ensuite l’algorithme 2, on a :

E={S} ( {a, A, B} ( Ø on simplifie donc la grammaire pour obtenir la grammaire suivante :

S ( aA | abAS 

A ( bA | a

L’ordre d’application des algorithmes est important, en effet, si l’on applique les algorithmes dans l’autre ordre on a :

L’algo 2 donne E={S} ( {a, A, b, B, C} donc on n’élimine aucun symbole.

L’algo 1 a déjà été appliqué précédemment à la grammaire ainsi obtenue et on a vu qu’il n’élimine que B. En appliquant l’algo 2 et après l’algo 1 on obtient donc une grammaire qui contient toujours C qui est inutile.

Définitions :

- Une grammaire qui ne contient pas de symbole inutile est dite {réduite}.

- On appelle (-production une règle de la forme A ( (, où A est un non-terminal.

Théorème :

Soit L un langage algébrique et G une grammaire qui l’engendre alors il est possible de calculer une grammaire G’ telle que :

1) G’ n’a pas d’(-production

2) L(G’) = L-{(}      

(Si ((L alors L-{(}=L donc G’ est exactement équivalent à G)

La grammaire G’ peut être calculée à l’aide de l’algorithme suivant :

Algorithme 3

1er étape : déterminer les symboles non-terminaux « effaçables », c’est à dire les symboles X( N tels que X
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(
Vieux.Eff ( Ø

Nouv.Eff ( {X ( N | X ( (}

Tant que Vieux.Eff ( Nouv.Eff 

 
Debut

 
  Vieux.Eff ( Nouv.Eff


   Nouv.Eff ( Nouv.Eff ( {X ( N | X ( ( ou ( ( (Vieux.Eff)*}


Fin

2eme partie 

Pour toute règle X ( A1,A2,…An (Ai ( (N ( ()*)

début

   ajouter toutes les règles obtenues de celle-ci en remplaçant chaque symbole effaçable Xi qui y          apparaît soit par Xi (lui-même) soit par (. Mais ne remplacer jamais tous les symboles par (
   effacer toutes les (-production

fin

Exemple :

S0 ( S1S2 | S3S4 | S5
S1 ( S1S1 | S1S4
S2 ( aS2 | S3
S3 ( S2 | S4 | S5aS3
S4 ( cS4 | (
S5 ( S4 | b

On applique la première partie de l’algorithme 3, on a :

Eff = {S4} ( {S3,S5} ( {S2,S0} = {S0,S2, S3, S4, S5}

On applique maintenant la deuxième partie de l’algorithme, on obtient la grammaire :

S0 ( S1S2 | S1 | S3S4 | S4 | S3 | S5
S1 ( S1S1 | S1 | S1S4
S2 ( aS2 | a | S3
S3 ( S2 | S4 | S5aS3 | S5a | aS3 | a 

S4 ( cS4 | c

S5 ( S4 | b

Définition :

Une {production unaire} est une production de la forme X ( Y ou X,Y ( N

Théorème

Si G est une grammaire qui ne contient pas d’(-production alors il est possible de calculer une grammaire G’ tel que :

1. L(G’) = L(G),

2. G’ ne contient pas de production unaire.

Idée : Si X est non-terminal on calcule l’ensemble N(X) = {Y | X 
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)Y} pour tout X (N

Et ensuite si Y ( N(X) et Y ( ( avec (((N ( ()*, alors on ajoute X ( ( et enfin on élimine les productions unaires.

Algorithme 4 (élimination des productions unaires)

Pour tout X ( N faire

   Calculer N(X) = {Y( N | X 
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Pour tout X ( N faire


Pour tout Y ( N(X) faire


   Si Y ( ( ( P et ( ( n alors ajouter la règle X ( (
Supprimer toutes les productions de type A ( B

Exemple :

S ( aA | Bbb | A

A ( aA | a | B

B ( abS | aAa

On applique la première partie de l’algorithme 4, on a :

N(S) = {A} ( {B}

N(S) = {B}

N(B) = Ø

On applique maintenant la seconde partie de l’algorithme, on obtient la grammaire suivante :

S ( aA | Bbb | aA | a | abS | aAa

A ( aA | a | abS | aAa

B ( abS | aAa

Définition :

On appelle {propre} une grammaire qui n’a pas de règles de la forme

X ( (

((-productions)

X ( Y  (avec X,Y ( N)
(productions unaires)

Théorème

Soit L un langage algébrique et G une grammaire qui l’engendre,

a) Si ( ( L alors il est possible de calculer une grammaire G’ propre et réduite telle que L(G’)=L(G)=L

b) Si ( ( L alors il est possible de calculer une grammaire G’ propre et réduite telle que L(G’)=L-{(}

Dans les deux cas cette grammaire est déterminée d’abord en rendant G propre et ensuite en la réduisant (Ordre : Algo 3,4,1et 2)

Forme Normale de Chomski (FNC)

On dit qu’une grammaire G est sous la FNC si toutes les règles ont une des formes suivantes :

X ( a     
avec a ( (   ou

X ( YZ
avec Y,Z ( N

Théorème :

Soit L un langage algébrique qui ne contient pas (, et soit G une grammaire propre et réduite telle que L(G)=L, alors il existe une grammaire G’ sous FNC telle que L(G’)=L(G)

Construction de G :

Si X ( ( est une règle de la grammaire G et |(|=1 alors ( est un terminal parce que sinon X ( (
Serait une production unaire et G n’a pas de productions unaires, et donc cette règle est compatible avec FNC. 

Soit donc X ( ( avec |(| > 1. Tout d’abord cette règle peut être remplacée par une règle 

X ( ( ou  | ( |=| ( | et ( ( N*

Il suffit d’ajouter pour tout terminal x le nouveau symbole non-terminal Cx , ajouter la règle Cx ( x et de remplacer x par Cx partout ou il apparaît.

Après avoir fait cela, les règles de la grammaire ont toutes une des deux formes suivantes :

1.  X ( a 
avec a ( (
2. X ( A1A2…Am avec m ( 2 et Ai ( N (i

Maintenant, pour que toutes les règles de type 2, aient un membre de droite de longueur 2 il suffit de remplacer

X ( A1A2…Am par 

X ( A1D1 

D1(A2D2  

D2 ( A3D3

…

Dm-3 ( A m-2D m-2
D m-2 ( A m-1A m
Exemple :

Mettre sous FNC la grammaire :

S ( 00A | B | 1

A ( 1AA | 2



B ( 0

on rend la grammaire propre en utilisant l’algo 4, on obtient la grammaire :

S ( 00A | 0| 1

A ( 1AA | 2



B ( 0

On réduit en utilisant l’algo 1 pour obtenir

S ( 00A | 0| 1

A ( 1AA | 2

On met maintenant la grammaire sous forme normale de Chomski, et on obtient finalement :

S ( C0D1 | 0 | 1

D1 ( C0A

A ( C1D2 | 2

D2 ( AA

C0 ( 0

C1 ( 1

Algo Cooke-Kasami-Younger

Soit L((* un langage sans (, alors il est possible de décider si un mot (((* appartient à L ou pas. 

Soit G une grammaire sous FNC qui engendre L

On note (ij la sous chaîne de caractère de ( qui commence à la position i et a une longueur j

Exemple si (=abbacbadbb (5,4 = cbad

Idée de l’algo

Construire les ensembles Vij ={A ( N | A 
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Si n=|(| alors pour répondre à la question « ( ( L = L(G) ? », il suffit de tester si S ( V1,n
Il faut donc savoir calculer tous les ensembles Vij
On fait le calcul par récurrence sur j

j=1

Vi,1={A ( N | A 
[image: image111.wmf]*
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(i,1=i-ème lettre de (}

       ={A ( N | A ( (i,1} c’est facile à calculer.

Soit j ( 1 et construisons Vi,j={A ( N | A
[image: image112.wmf]*
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(i,j}

Si A (…((i,j
On note que A( Vi,j ssi A ( BC (car on est sous FNC) et ( k tel que B 
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(i,k     C
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(i+k,j-k  ,c’est à dire si B ( Vi,k et C ( Vi+k,j-k  , et Vi,k et Vi+k,j-k on déjà été construit, il est donc facile de vérifier si B et C appartiennent à ces deux ensembles.
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Algorithme de Cooke-Kasami-Younger (Reprise)

Définition :

Soient G=(N, (, P, S) une grammaire, ( un mot de (*

(ij est le sous mot de ( qui commence à la position i et a une longueur j

Vij ={X ( N | X
[image: image115.wmf]*
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L’idée de l’algorithme de C.K.Y est que ( (L(G) ( S( V1,n (S est l’axiome)

Vij sont construits par récurrence sur j

Si j=1, alors  Vi,1={X( N | X ( (i,1= la i-ème lettre de (}

Si j>1, alors  A ( Vij ( A ( BC est une règle et ( k  1(k(j-1 tel que B( Vi,k  et C (Vi+k,j-k
Algorithme :

Pour tout i de 1 à n faire

   Vi,1={X ( N | N ( (i (la i-ème lettre de ()

Pour j=2 à n faire

   
Pour i de 1 à n-j+1 faire


   Début


      Vi,j ( Ø


      Pour k de 1 à j-1


         Si (A(BC)(P et B (Vi,k et C(Vi+k,j-k

             Alors Vi,k ( Vi,k ( {A}


   Fin

Coût de la boucle relative à k est (j-1) à une constante multiplicative près.

Le coût de l’algorithme est le suivant :
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 autres termes négligeables
donc finalement le coût de l’algorithme est O(n3).

Exemple :

S ( AB | BC

A ( BA | a

B ( CC | b

C ( AB | a

Cette grammaire est sous FNC.

On prends le mot (=baaba , on veut savoir s’il appartient au langage engendré par la grammaire.

On construit le tableau suivant :

i

j
1
2
3
4
5

1
B
A, C
A, C
B
A,C

2
S, A
B
S, C
A, S


3
Ø
B
B



4
Ø
S, C, A




5
S, A





V1,2  (ici  i=1 et j=2)

( ?k,  1(k(1 tel que  Z (Vi,k=V1,1 et Y(Vi+k,j-k=V2,1 

                                  et  X (ZY

il faut donc chercher un X tel que X ( BA ou X ( BC,

les X avec cette propriété sont S et A

V2,2  (ici i=2 et j=2)

( ?k, 1(k(1 tel que  Z (Vi,k=V2,1 et Y(Vi+k,j-k=V3,1 

        et X (ZY

il faut donc chercher un X tel que X ( AA | AC | CA | CC,

le X avec cette propriété est B

On regarde comme cela pour Vi,j  on regarde Vi,k et Vi+k,j-k on concatène Vi,k et Vi+k,j-k et si un symbole donne une des concaténation on le met dans Vi,j
Moyen mnémotechnique

1


3
On regarde la case tout en haut dans la verticale de la case i,j et la case la plus proche en direction NE.

Ensuite on descend sur la verticale et on monte sur la diagonale en direction NE. 



2

2



3
1




  i,j





On a S ( V1,5 donc ( ( L(G)

On peut retrouver l’arbre de dérivation :


S



        



Il faut regarder pourquoi un symbole a été

   B                  C

mis dans une case pour retrouver

    



l’arbre de dérivation

   b            A             B


                 a      C            C


                     A     B        a

                     a      b
Lemme d’itération pour les langages algébriques

Si L est un langage algébrique alors il existe un entier n tel que tout mot ( ( L ayant |(|>n se factorise en (=uvzxy où :

1. |vx| (1

2. |vzx|(n

3. (i entier uvizxiy (L

L’idée de la preuve du lemme d’itération est la suivante :

Si L est algébrique alors il existe une grammaire G qui l’engendre et soit N l’ensemble des non-terminaux de G.

Si ( (L est suffisamment long alors il a un arbre de dérivation suffisamment profond, c’est à dire un arbre dans lequel il existe un chemin de la racine à une feuille ayant une longueur > |N|.

Donc, le long de ce chemin on rencontre forcement un certain non-terminal X au moins 2 fois.

En étudiant l’arbre on se rend compte que ce symbole X a été dérivé la première fois en vXx et une 2eme fois en z, mais rien n’empêche d’utiliser la 2eme fois la dérivation X
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vXx à nouveau.

En fait on peut utiliser cette production un nombre arbitraire de fois avant d’utiliser celle X
[image: image118.wmf]*
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Z.

On peut donc obtenir tous les mots uvizxiy.




      X










     X


      u               v                      z                     x             y
    

Exemple :

Le langage L={anbncn | n soit entier} n’est pas algébrique.

Soit N l’entier du lemme d’itération et soit le mot (=aNbNcN
Il y a plusieurs cas possibles :

1. Dans la factorisation uvzxy les mots v et x tombent dans la « même plage » (par exemple dans an) mais alors uv0zx0y efface des symboles de cette plage et les 2 autres restent intactes donc le mot obtenu ( L car les 3 plages n’ont pas la même longueur.

2. v ou x tombe à cheval sur 2 plages dans ce cas uv2zx2y ( a*b*c* et donc a fortiori ( L

3. v est sur une plage et x sur la suivante donc uvizxiy contiendra plus de symbole sur les 2 plages en question que sur la 3eme si i>1, donc ( L. 






   Donc L n’est pas algébrique

Soit 

L1={aibicj | i,j entiers}

S ( AC

A ( aAb | (
C ( cC | ( 

cette grammaire engendre L1 donc L1 est algébrique

L2={aibjcj | i,j entiers}

T ( UV

U ( aU | (
V ( bVc | (

cette grammaire engendre L2 donc L2 est algébrique

Or, L1 ( L2={aibici | i entier} qui n’est pas algébrique

Conséquences :

Alg n’est pas fermé relativement à ( .   

Alg n’est pas fermé au complémentaire

On a cependant le théorème suivant :

Si L ( alg(() et R (( Rat(() alors L ( R ( Alg(()
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Rappel : 

Une pile est une structure de données linéaire (une liste) ayant une structure LIFO (last-in-first-out) c’est à dire, on peut accéder directement uniquement à l’information contenue dans le dernier élément de la pile (sommet) et on peut  « stocker des informations » au sommet de la pile uniquement.

Définitions :

Un Automate à Pile (AAP) est une machine équipée de :

· Une tête de lecture qui peut se déplacer vers la droite pour « lire » des mots écrit sur un support.

· Une mémoire finie (Un ensemble fini d’états)

· Une pile au sommet de laquelle elle peut lire et écrire des symboles

A tout moment, le comportement d’un AAP dépend de 3 paramètres :

· Le caractère lu par la tête de lecture (même si parfois certaines actions peuvent être effectuées en ne lisant aucun symbole/caractère)

· L’état dans lequel elle se trouve

· Le symbole qui se trouve au sommet de la pile.

Une action consiste à :

· Modifier (éventuellement) l’état dans lequel la machine se trouve

· Modifier la pile en remplaçant le symbole du sommet par une chaîne de symboles.

· Avancer la tête de lecture d’une position si l’action que l’on vient d’effectuer a nécessité la lecture d’un caractère.


(

On a remplacé Z par (=a1a2…an    (remarquons que le mot ( est empilé de façon telle  que le premier symbole a1 se retrouve au sommet)



a1




a2




(




(


Z

an


(

(


ZO

ZO


Une transition d’un AAP est une règle qui associé à tout triplet (constitué d’un état q, un caractère a, un symbole de pile Z) un ensemble de couples.

Chaque couple est constitué d’un état q’, et d’une chaîne de symbole ( qui doit remplacer Z.

Formellement, un AAP est un septuplet  (Q,(,(,(,q0,Z0,F) où :

· Q : ensemble fini des états

· ( : alphabet des mots

· ( : alphabet des symboles de pile

· q0 : état initial ( Q

· Z0 : le symbole de fond de pile ( (
· F : ensemble des états terminaux ( Q

· ( :est une application de Q(((( vers l’ensemble des parties de Q((*

Exemple :

((q,a,Z)={(q1,( 1),(q2,( 2),…,(qn,( n)} 
ou (1,…( n sont des chaînes de symboles de pile, ((i((*)

Cela signifie que quand la machine :

· se trouve dans l’état q
· lit le caractère a

· a Z au sommet de la pile

Elle :

· choisit un i entre 1 et n
· change son état de q à qi
· remplace le symbole Z par la chaîne (i
· avance la tête de lecture d’une position

Un autre type de transition est le suivant :

((q,(,Z)={(q1,( 1),…,(qn,( n)}

cela signifie que la machine :

· se trouve dans l’état q

· à Z au sommet de la pile

· sans besoin de lire aucun caractère (quelque soit le caractère sous la tête de lecture)

elle :

· choisit un i entre 1 et n
· change son état de q à qi
· remplace le symbole Z par la chaîne (i
· n’avance pas la tête de lecture 

Comment un AAP reconnaît-il un mot ( ?

Initialement

· La machine se trouve dans l’état initial q0 et dans la pile il y a uniquement Z0
· La tête de lecture se trouve sur le premier caractère du mot

A la fin du calcul on peut choisir 2 critères pour reconnaître (ou non) le mot :

· soit tester si la machine est sur un état de F

· soit tester si la pile est vide

On verra que ces 2 méthodes de reconnaissabilité sont « équivalentes ».

Exemple 1:

Soit L = {(c
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 | ( ( {a,b}*} (
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= miroir de ()

Ecrire un AAP qui reconnaît les mots de L par pile vide

On a :

((q0,a,Z0)={(q0,AZ0)}

((q0,b,Z0)={(q0,BZ0)}

((q0,c,Z0)={(q1,Z0)}

((q0,a,A)={(q0,AA)}

((q0,b,A)={(q0,BA)}

((q0,a,B)={( q0,AB)}

((q0,b,B)={( q0,BB)}

((q0,c,A)={( q1,A)}

((q0,c,B)={( q1,B)}

((q1,a,A)={( q1,()}

((q1,b,B)={( q1,()}

((q1,(, Z0)={( q1,()}

Représentation graphique de l’automate :


(a,B)( AB  b,B ( BB








(a,Z0) ( AZ0



        (a,A) ( (


  (b,Z0) ( BZ0 

  

         (b,B) ( (


  (a,A) ( BA



         ((,Z0) ( (




(b,A) ( AA





(c,Z0) ( Z0



(c,A) ( A




(c,B) ( B

Exemple 2:

Soit L={(
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 | ( ( {a,b}*}

La séparation n’est plus faite par le c, ici la seule chose que l’on sait c’est que le changement d’état se fera où on lit un a après avoir lu un a ou un b après avoir lu un b. Dans une telle situation, cependant, il faudra aussi pouvoir empiler comme c’est le cas du 2eme a pour le mot : aabaabaa

On a :

((q0,b,B)={(q0,BB),(q1,()}

((q0,a,A)={(q0,AA),(q1,()}

On voit que cet AAP devra pouvoir choisir

((q0,a,B)={(q0,AB)}


entre faire 2 actions différentes (empiler et rester 

((q0,b,A)={(q0,BA)}


dans le même état ou dépiler et changer d’état)

((q0,a,Z0)={(q0,AZ0)}


dans la même situation

((q0,b,Z0)={( q0,BZ0)}


Cet AAP est non déterministe

((q1,b,B)={(q1,()}

((q1,a,A)={(q1,()}

((q1,(,Z0)={(q1,()}

((q0,(,Z0)={(q0,()}

Autrement dit lorsque l’AAP voit un symbole identique à celui qu’il vient de lire les 2 premières transitions lui permettent de « choisir » si :

· il s’agit toujours d’un symbole de ( et l’empiler (en utilisant (q0,AA) ou (q0,BB))

· il s’agit du premier symbole de 
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 et commence à dépiler (en utilisant (q1,()).

Cet automate est non-déterministe (à certains moment il doit faire des choix), alors que celui de l’exemple 1 était déterministe.

Définition :

Un AAP est dit déterministe :

1. (p(Q    (a((     (A((     |((q,a,A)|=1

2. Si ((q,a,A)(∅  alors   ((q,(,A)=∅
Une différence fondamentale entre les automates finis et les automates à pile est la suivante : alors que pour tout automate fini il existe un automate fini déterministe équivalent ce ci n’est pas vrai pour les AAP. Etant donné un AAP non-déterministe il peut ne pas être possible de trouver un AAP déterministe qui reconnaît le même langage. L’AAPde  l’exemple 2 est un AAP non-déterministe qui n’admet pas d’AAP déterministe équivalent.

Autrement dit il existe des langages qui sont reconnus par des AAP non-déterministes mais qui ne sont reconnus par aucun AAP déterministe.

Dans le prochain cours nous montrerons l’équivalent du théorème de Kleene pour les langages algébrique, c’est à dire que la famille des langages algébriques coïncide avec la famille des langages reconnaissables par AAP (déterministe ou non).
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On cherche à démontrer qu’un langage L est algébrique ssi il existe un AAP a qui reconnaît L par pile vide.

On a d’abord besoin de quelques lemmes techniques.

Lemme 1

Soit L un langage algébrique, G une grammaire qui reconnaît L et soit A ( (1B(2 une règle de G ou A ( N, B(N, (1,(2 ((N ( ()* et soient B ( (1 | … | (s toutes B-productions.

Si on enlève de la grammaire la règle A ( (1B(2   et on ajoute les règles :

A ( (1(1(2 | (1(2(2 | … | (1(s(2   on obtient une grammaire équivalente.
Lemme 2 (élimination de la récursion gauche)

Soit L un langage algébrique, G une grammaire qui l’engendre et A un non terminal et soit 

A ( A(1 | A(2 | … | A(r | (1 | (1 | … | (s    toutes les A-productions

Alors le langage reconnu ne change pas si on remplace ces règles par :

A ( (1 | (2 | … | (s | (1B | (2B | … | (sB 

B ( (1 | (2 | … | (r | (1B| (2B| … | (rB   ou B est un nouveau symbole.
Forme normale de Greibach (FNG)

On dit qu’une grammaire est sous FNG si toutes règles ont la forme suivante 

A ( a( 
où a (( et ( ( N*

(Toutes les règles commence par un terminal et ce terminal est suivi par des non terminaux.)

Exemple :

S ( aS | bA

A ( aAA | a

Théorème

Si L est un langage algébrique qui ne contient pas ( alors il existe une grammaire G sous FNG telle que L(G)=L

Construction de G (et preuve constructive du théorème)

Soit G’ une grammaire sous Forme Normale de Chomski qui engendre L et soient A1,A2,…,Am les non terminaux de G’

1er phase de l’algorithme

a chaque fois que l’on a une règle de la forme Ai ( Aj( on veut que j>i

· on va montrer par récurrence sur i qu’il est possible de se retrouver uniquement avec des règles 

       Ai ( Aj(  avec j>i   (((N ( ()*

Supposons que toutes les productions de la forme Ak ( Aj( avec k=1,2,…,i-1 soient de la bonne forme (c-a-d j>k) et soit donc Ai ( Aj( une Ai-production

· Si j>i cette production est de la bonne forme et il n’y a rien a faire.

· Si j<i alors les Aj productions ont déjà été mise sous la bonne forme (hypothèse de récurrence) et donc sont du type Aj ( At( avec t>j donc, d’après le Lemme 1, on peut remplacer la production   Ai ( Aj( par Ai ( At(( avec t>j

( Si t>i la production est maintenant sous la bonne forme

( Si t <i on réapplique le même procédé à At, après un nombre fini de substitution on doit forcement dépasser i

· Si j=i la produciton est de la forme Ai ( Ai( alors la production est récursive gauche et d’après le lemme 2 on peut la remplacer cette règle par d’autres en utilisant un nouveau symbole Bi

Exemple :

Mettre sous FNG la grammaire :

A1 ( A2A3  
           lemme 1
A1 ( A2A3  
               lemme 2   
A1 ( A2A3                                lemme 2
A2 ( A1A2 | b

(    
A2 ( A2A3A2 | b 
     (

A2 ( bB2 | b
                (
A3 ( A1A2 | a  


A3 ( A1A2 | a



B2 ( A3A2 | A3A2B2









A3 ( A1A2 | a

A1 ( A2A3 





A1 ( A2A3
A2 ( bB2 | b


on a finalement 
A2 ( bB2 | b


B2 ( A3A3 | A3A3b2

   d’après le lemme 2

B2 ( A3A3 | A3A3b2
A3 ( A2A3A2 | a




A3 ( bA3A2 | bB2A3A2 |a

2eme phase de l’algorithme :

Regardons les Am productions :

· soit elles commencent par un terminal (ce qui est acceptable sous la FNG)

· soit elles commencent par un non-terminal Aj  (Am (Aj() et dans ce cas on devrait avoir j>m ce qui est impossible.

Donc toutes les Am-productions commencent bien par un terminal

Regardons les Am-1 productions :

· soit elles commencent par un terminal (ce qui avec j>m-1, est acceptable sous la FNG)

· soit elles commencent par un non terminal (Am-1 ( Aj() ce qui implique j=m on n’a donc qu’à remplacer cette occurrence de Am par les membres de droite des Am-productions qui commencent tous par un terminal. On obtient ainsi que tous les membres droits des Am-1 productions commencent bien par des terminaux.

En remontant, par substitution arrière on peut rendre toutes les Ai-productions de la bonne forme (i

Quoi faire des Bi-productions ?

On peut voir que les membres de droite des Bi-productions commence toujours par des Aj. Or les 

Aj-productions sont déjà dans la bonne forme et donc on n’a qu’a remplacer les Aj par les membres de droite des Aj productions.

Exemple :

On reprends la grammaire précédente :

A1 ( A2A3
A2 ( bB2 | b


B2 ( A3A3 | A3A3b2
A3 ( bA3A2 | bB2A3A2 |a   les A3-productions sont déjà de la bonne forme

Par substitution arrière, on obtient :

A1 ( bA3 | bB2A3 

A2 ( bB2 | b


B2 ( bA3A2A3 | bB2A3A2A3 | aA3 | bA3A2A3B2 | bA3A2A3A2 | aA3B2 

A3 ( bA3A2 | bB2A3A2 |a

Théorème

Soit L un langage algébrique tel que ( ( L alors il existe un AAP qui reconnaît L par pile vide

Idée de la preuve (construction de l’AAP a partir de la grammaire)

Puisque L est algébrique, il existe une grammaire G telle que L(G)=L, de plus, d’après le théorème précédent, on peut choisir G sous FNG.

Soit G=((,N,P,S), alors L est reconnu par l’APP suivant :

a=( {q},(,N,q,S,Ø,(} où on a :

((q,a,A) contient (q,() pour chaque production (A ( a() (((P  avec ((N*

Remarques :

1. Cet automate a un seul état q.

2. L’alphabet de la pile est l’alphabet des non-terminaux pour la grammaire.

3. Le symbole de fond de pile est l’axiome.

4. Il n’y a pas d’états finaux parce qu’on reconnaît par pile vide .

Exemple :

Ecrire un AAP pour L={anbn | n(1}

G : S ( aSb | ab        est une grammaire qui engendre L.

On la met sous FNC

S ( CaD1 | CaCb
Ca ( a

Cb ( b

D1 ( SCb
On la renomme pour la mettre sous FNG

On remplace : 

S par A1


D1 par A2


Ca par A3


Cb par A4
On a donc

A1 ( A3A2 | A3A4 


A1 ( A3A2 | A3A4
A2 ( A1A4

1er phase
A2 ( A3A2A4 | A3A4A4

A3 ( a


      (

A3 ( a
A4 ( b




A4 ( b

Ensuite par substitution arrière (2eme phase) on a :

A1 ( aA2 | aA4
A2 ( aA2A4 | aA4A4

qui est sous FNG

A3 ( a

A4 ( b

L’AAP correspondant est :

((q,a,A1)={(q, A2),q, A4)}

((q,a,A2)={( q, A2A4),q, A4A4)}

((q,a,A3)={(q,()}

((q,b,A4)={(q,()}
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De la grammaire qui engendre un langage L à l’AAP qui reconnaît le même langage

Soit L un langage sans ( et G=((,N,S,P) une grammaire sous FNG qui engendre L alors l’automate à pile a=(Q,(,(,q,Ø,() qui reconnaît L est définit comme suit :

· Q={q}

· (=N

· ( est définit de la façon suivante :    (a((  (A(N   ((q,a,A) contient (q,() ( (A ( a()(P

Exemple :

L={anbn | n(1}

S ( aSb | ab décrit le langage on met la grammaire sous FNC, on a :

S ( CaD1 | CaCb
Ca ( a

Cb ( b

D1 ( SCb
On renomme les non terminaux pour mettre sous FNG

A1 ( A3A2 | A3A4 


A1 ( A3A2 | A3A4
A2 ( A1A4



A2 ( A3A2A4 | A3A4A4

A3 ( a



(
A3 ( a
A4 ( b




A4 ( b
On a finalement

A1 ( aA2 | aA4
A2 ( aA2A4 | aA4A4
A3 ( a

A4 ( b
On écrit maintenant l’AAP :

((q,a,A1)={(q, A2),q, A4)}
((q,a,A2)={( q, A2A4),q, A4A4)}
((q,a,A3)={(q,()}
((q,b,A4)={(q,()}

De l’AAP qui reconnaît un langage L à la grammaire qui engendre le même langage L

On veut maintenant montrer le théorème réciproque :

Théorème :

Soit L un langage tel que ((L et L soit reconnaissable par un AAP alors L est algébrique.

Soit L un langage et soit a =(Q,(,(,q0,Z0,Ø,() un AAP tel que L=N(a) (a reconnaît L par pile vide)

Alors une grammaire G qui reconnaît L est la suivante : G=((,N,S,P) où :

· N={S} ( (Q(((Q)   où S est un nouveau symbole (S(()         

           Q(((Q={(q,A,p) | (p,q(Q  (A((}

· P est l’ensemble des règles suivantes :

i. S ( [q0,Z0 ,q]   (q(Q

ii. [q,A,qm+1] ( a[q1,B1,q2][q2,B2,q3]…[qm,Bm,qm+1]  pour tout les choix possible de q2,…,qm+1     à chaque fois que : ((q,a,A) contient (q1,B1B2…Bm) avec m>0

iii. [q,A,p] ( a
à chaque fois que : ((q,a,A) contient (p,()

Exemple :

Soit donné l’automate

Q={q0,q1}   (={0,1}   (={X,Z0}   q0 état initial    Z0 symbole de fond de pile

1) ((q0,0,Z0)={(q0,XZ0)}

2) ((q0,0,X)={(q0,XX)}

3) ((q0,1,X)={(q1,()}

Le langage reconnu par cet automate est L={0n1m | m(n}

4) ((q1,(,Z0)={(q1, ()}

5) ((q1,1 ,X)={(q1, ()}

6) ((q1,( ,X)={(q1, ()}

Si on suivait exactement la méthode de l’algorithme on devrait créer des productions de la grammaire pour toute transition de l’AAP. Ceci génère beaucoup de production et de symboles inutiles.

En faisant le calcul à la main on peut plutôt essayer de développer uniquement les productions de symboles auxquels on est sur d’avoir accès. On obtient ainsi une grammaire avec moins de symboles inutiles (mais à priori non complètement réduite ni propre)

· On commence par :

S ( [q0,Z0,q0] | [q0,Z0,q1]






d’après la règle i. car Q={q0,q1}

· On calcule maintenant les [q0,Z0,q0]-productions

[q0,Z0,q0] ( 0[q0,X,q0][q0, Z0,q0] | 0[q0, X,q1][q1, Z0,q0]



d’après la règle ii. et la transition 1) ((q0,0,Z0)={( q0, XZ0)}

· On calcule maintenant les [q0,Z0,q1]-productions

[q0,Z0,q1] ( 0[q0,X,q0][q0, Z0,q1] | 0[q0, X,q1][q1, Z0,q1]



d’après la règle ii. et la transition 1) ((q0,0,Z0)={( q0, XZ0)}

· Puisque l’on fait apparaître le symbole [q0,X,q0], on cherche les [q0,X,q0]-productions

[q0,X,q0] ( 0[q0,X,q0][q0, X,q0] | 0[q0, X,q1][q1, X,q0]



d’après la règle ii. et la transition 2) ((q0,0,Z0)={( q0, XX)}

· Puisque l’on fait apparaître le symbole [q0,X,q1], on cherche les [q0,X,q1]-productions

[q0,X,q1] ( 0[q0,X,q0][q0, X,q1] | 0[q0, X,q1][q1, X,q1]



d’après la règle ii. et la transition 2) ((q0,0,Z0)={( q0, XX)}

Mais on a aussi [q0,X,q1] (1
d’après la règle iii. et la transition 3) ((q0,1,X)={( q1, ()}

· Puisque l’on fait apparaître le symbole [q1,Z0,q1], on cherche les [q1,Z0,q1]-productions

[q1, Z0,q1] ((
d’après la règle iii. et la transition 4) ((q1,(, Z0)={( q1, ()}

· Puisque l’on fait apparaître le symbole  [q1,X,q1], on cherche les  [q1,X,q1] -productions

[q1, X,q1] (1 | (
d’après la règle iii. et la transition 5) et 6) ((q1,1, X)={( q1, ()} et ((q1,(, X)={( q1, ()}

· Pour le symbole [q1,Z0,q0] on n’obtient aucune productions

Pour résumer on a :

S ( [q0,Z0,q0] | [q0,Z0,q1]






 [q0,Z0,q0] ( 0[q0,X,q0][q0,Z0,q0] | 0[q0,X,q1][q1,Z0,q0]



[q0,Z0,q1] ( 0[q0,X,q0][q0,Z0,q1] | 0[q0,X,q1][q1,Z0,q1]



[q0,X,q0] ( 0[q0,X,q0][q0,X,q0] | 0[q0,X,q1][q1,X,q0]



[q0,X,q1] ( 0[q0,X,q0][q0,X,q1] | 0[q0,X,q1][q1,X,q1] | 1



[q1,Z0,q1] ( (








[q1,X,q1] ( 1 | (







En éliminant les symboles inutiles on obtient :

S ( [q0,Z0,q1]

[q0,Z0,q1] ( 0[q0,X,q1][q1,Z0,q1]

[q0,X,q1] (  0[q0,X,q1][q1,X,q1] | 1

[q1,Z0,q1] ( (
[q1,X,q1] ( 1 | (
En renommant on obtient

S ( A

A ( 0BC

B ( 0BD | 1

C ( (
D ( 1 | (
Cette grammaire engendre bien le langage mais elle est plutôt compliquée.

Cours de Grammaire

08.12.99

Introduction à la compilation

Un compilateur est un programme capable de traduire tout programme écrit dans un langage « source » en un langage « cible ». Et en même temps il signale les erreurs présents dans la version « source » du programme.

Un compilateur agit en 2 phase :

1) Analyse : pendant laquelle à partir de la version source (langage de programmation) on crée à une version intermédiaire

2) Synthèse : à partir de la version intermédiaire on crée la version cible (généralement binaire)

Analyse :

On peut distinguer 3 phases :

· Analyse linéaire ou léxicale.

· Analyse hiérarchique ou syntaxique.

· Analyse sémantique




Programme source




Phase frontale du compilateur

analyse 


(








Analyseur lexical








(








Analyseur syntaxique








(








Analyseur sémantique













Gestionnaire des erreurs

Générateur de code intermédiaire

Gestionnaire de la tables des symboles

   
Synthèse


(



Phase finale



Optimisation du code







(







Création du code machine en binaire







(




Assembleur
(
Programme cible










Certains compilateurs produisent directement le code binaire à partir du code optimisé, alors que d’autres créent une version en langage d’assemblage qui est en suite traduit par un assembleur.

Exemple :

Le code source contient la ligne :

x1 :=x +vit*60 ; (

( : retour à la ligne

Analyse lexicale.

Pour chaque suite de caractère entouré de séparateur (blanc, (,ponctuation) il retourne l’unité lexicale correspondante (identificateur, nombre, opérateur booléen, etc…) et ajoute une ligne à la table des symboles en y mettant la chaîne de caractères qu’il vient de reconnaître si possible avec d’autres informations (attributs).

Table de symboles :

Nom
Type
Portée
1er occurence
…

x1











En fait, une fois que la chaîne x1 est reconnu comme étant un identificateur, l’analyseur lexical retourne l’unité lexicale id (abréviation que l’on utilisera pour identificateur) et un pointeur sur la ligne de la table des symboles correspondante à x1.

Après l’analyseur lexicale la ligne « passée » à l’analyseur syntaxique apparaît plutôt comme :

id1    affect    id2    op_arith    id3    op_arith    60   

L’analyseur syntaxique

Organise la suite d’unités lexicales qu’il reçoit de l’analyseur lexical en une structure hiérarchisée c’est à dire une structure arborescente.

Pour cela l’analyseur syntaxique dispose d’un certain nombre de règles généralement récursives qui définissent les phrases grammaticalement correctes selon la grammaire du langage.

Exemple (de règles grammaticales): 

· tout identificateur est une expression
· tout nombre est une expression
· Si exp1 et exp2 sont des expressions alors

· exp1 +exp2
· exp1 * exp2
· (exp1)

sont aussi des expressions

Si id1 est un identificateur et exp1 est une expression alors


id1 :=exp1 est une instruction (d’affectation)

Ou bien si exp.b est une expression booléene et instruc1 et instruc2 sont des instructions alors


IF exp.b THEN instruc1 ELSE instruc2 

est une instruction

On peut reconnaître de telles expressions avec une grammaire du type :

Expr ( id | nombre | expr + expr | expr ( expr | (expr)

Instr ( id :=expr | IF exp.b THEN instr ELSE intr ; | WHILE expr.b intr ;
L’analyseur syntaxique dispose d’un ensemble de règles qui définissent toutes les phrases (programmes) grammaticalement correctes selon le langage. Ces règles sont écrites sous forme de grammaire algébrique. L’analyseur syntaxique essaye de reconstruire l’arbre de dérivation qui permet d’obtenir la suite d’unités lexicales qui lui est fournie par l’analyseur lexicale.

Dans notre exemple :



Instr


   id1                  :=                         expr      

                                 expr            op_arith           expr

                                   id2                  +               

                                                          expr         op_arith          expr


                                                           id3              (                nombre
                                                                                                   60
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Rôle de l’analyseur lexicale : 

· Lire le fichier source

· Retourner à la demande de l’analyseur syntaxique les unités lexicales correspondantes aux chaînes de caractères lu.

· Eliminer les commentaires et les caractères de séparation (blancs, tabulations, ()

· Détecter les erreurs lexicales (en fait très peu sont détectés)

· Faire le lien entre une erreur et son occurrence dans une certaine ligne (l’analyseur lexical tient un compteur du nombre de lignes lues).

Définitions :

· Une unité lexicale est la catégorie à laquelle correspond une certaine chaîne de caractères.

Par exemple on fait correspondre à :

   Compteur1 
       l’unité lexicale  id  (la catégorie lexicale de tous les identificateurs)

   0.37 ou 1.2E+04    l’unité lexicale  nb  (la catégorie lexicale de tous les nombres réels)

· La chaîne de caractère qu’il faut analyser est souvent appelé lexème.

· Les unités lexicales sont décrites par des modèles, c’est à dire, des ensembles de règles qui permettent de décider si un certain lexème appartient à une unité lexicale ou à une autre.

Exemple :

Lexème
Unité lexicale
Modèle

if
if
Lettre ‘i’ suivie par la lettre ‘f’ suivie par un séparateur

Compteur1, A0B
id
Lettre suivie par une suite de chiffres ou de lettres

<=
oprel
Soit ‘<’ tout seul

Soit ‘> ‘ suivi par ‘>’

Soit ‘>’ suivi par ‘=’  etc…

34, 1E-04, 1.25 E 31
nb
Une suite de chiffres (dont le premier n’est pas 0) 

éventuellement suivie par un point et une suite de chiffres

éventuellement suivie par le caractère ‘E’, éventuellement suivie par un signe + ou – et par une suite de chiffres.

Quand l’analyseur lexicale reconnaît qu’un certain lexème satisfait l’un des modèles il :

1) Retourne l’unité lexicale correspondante à l’analyseur syntaxique.

2) Il retourne éventuellement des « attributs » (informations supplémentaires)  sur le lexème qu’il vient de reconnaître.

Par exemple, un pointeur à la ligne de la table des symboles correspondante à l’identificateur  que l’on vient de reconnaître, ou bien une constante qui permet de distinguer l’opérateur relationnel « = » de l’opérateur relationnel « >= »

Comment l’analyseur lexicale effectue la lecture du fichier source.

(Opération conceptuellement facile mais qui pourrait prendre beaucoup de temps si elle est mal implémentée)

On utilise 2 tampons ayant la taille correspondante au nombre de caractères qu’un bloc disque (N=210=1024 ou 212=4096)




N






N





e





……











……



           début
      avant

· Un pointeur début est maintenu sur le premier caractère du lexème à reconnaître.

· Un modèle qui semble filtrer le lexème est choisis.

· On avance le pointeur avant d’une case à chaque fois tout en vérifiant que le préfixe lu continue à s’adapter au modèle.

· Quand avant pointe sur un séparateur et le lexème (entièrement lu) correspond bien au modèle l’unité lexicale correspondante (et attributs) sont retournés et avant et début sont placés sur le 1er caractère du prochain lexème.

· Si pendant l’avancement du pointeur on retourne un préfixe qui ne satisfait plus le modèle, alors on remet avant à la position de début et on essaye avec un autre modèle (évidemment, si plus aucun modèle reste à essayer une erreur lexicale est signalée).

Algorithme de déplacement du pointeur avant.

· Si avant pointe sur la dernière case du 1er tampon alors un nouveau bloc est chargé sur le 2eme tampon et avant est avancé à la 1er case du 2eme tampon.

· Sinon    si avant pointe sur la dernière case du 2eme tampon alors un nouveau bloc est chargé sur le

                         1er tampon avant est avancé circulairement à la 1er case du 1er tampon

                    sinon avant est simplement avancé d’une case

Il existe une astuce pour faire moins de test (environ la moitié) elle consiste à utiliser une sentinelle en fin de bloc.

Spécification des unités lexicales

La façon la plus commode et efficace de décrire (spécifier) les unités lexicales sont les expressions rationnelles.


Par exemple  id=(a | b| … | z | A | B | … | Z)( a | b| … | z | A | B | … | Z | 0 | 1 | … | 9)*

Par commodité on introduit des définitions rationnelles

Une définition rationnelle est une suite de règle :

d1 ( r1  

(A ne pas confondre avec les règles d’une grammaire)

d2 ( r2



     (
dn ( rn

Chaque di est un nom distinct et chaque ri est une expression rationnelle qui implique les dj avec j<i.

En utilisant des définitions rationnelles, l’unité lexicale id peut être spécifié comme suit :

lettre (   (a | b| … | z | A | B | … | Z)

chiffre ( (0 | 1 | … | 9)

id ( lettre(lettre | chiffre)*

Autres exemples :

chiffre_non_nul ( (1 | 2 | … | 9)

partie_entière ( Chiffre_non_nul(chiffre)*

partie_decimal (  .(chiffre)*

partie_exponentielle ( E(+ | - | ()(chiffre)*

nombre ( partie_entiere(partie_decimale | ()(partie_exponentielle | ()

Quelques notations :

· Si R est une expression rationelle on utilisera

R? pour dénoter (R | ()

R+ pour dénoter RR*

· Si {a1,a2, … , an} est un ensemble de caractères, on notera par [a1a2…an] l’expression rationnelle 

(a1 | a2 | … | an)

Par exemple [abc]=(a | b | c)

· Si [a1 , an] est un intervalle de tous les éléments compris entre a1 et an , on notera a1-an cet intervalle


Par exemple [a-z] = {a | b | … | z}

Reconnaissance des unités lexicales

A chaque unité lexicale (modèle) on peut associer une expression rationnelle qui la spécifie.

A chaque expression rationnelle on peut associer un diagramme de transition (automate).

Exemple :

Pour l’unité lexicale oprel on a : modèle={ < | > | <= | >= | <> | =}

Diagramme de transition :




=

          <


     >

  retourner (oprel,dif)









   dif est une constante









  qui par convention c









corresopnd à <>



    >















    =






 






   retourner(oprel,ppe)


=
























   









  *





  autre 

 *

 









    retourner (oprel,pp)

            autre










* signifie qu’il sauf reculer le pointeur.


Autres exemples :

id :





       chiffre







        lettre







        


      *

                                                                                                       
         retourner (id, attributs)


          lettre


 autre










































délimiteur (b | \t | \n)* :








        b | \t | \n

























        *





         b | \t | \n


  autre
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Méthode pour implémenter un analyseur lexicale

1. Ecrire toutes les expressions rationnelles qui décrivent toutes les unités lexicales.

Par exemple :


OPREL :  (< | > | = | >= | <= | <>)


      ( Unité lexicale        ( expression rationnelle qui la décrit

Id : lettre(chiffre | lettre)*


nb : chiffre(chiffre)* (. chiffre(chiffre))* ? (E (+ | - | () chiffre(chiffre)*) ?


delim : (b | ( | tab) (b | ( | tab)*

2. Construire les diagrammes de transitions (automates) correspondants à chacune des unités lexicales.

Exemple (suite)

OPREL :












        <


          =


retourne(OPREL, PPE)









OPREL : valeur numérique qui code l’unité








lexicale OPREL









PPE : valeur numérique qui code l’opérateur







           relationnel ( 






        >














retourne (OPREL, DIF)






























     autre
         *












retourne (OPREL, PPQ)








* dénote le fait qu’il faut revenir en arrière







   d’un caractère


















=















retourne (OPREL, EGA)






































       >


        =


retourne (OPREL, PGE)









































    autre

          *












retourne (OPREL, PGQ)

* a coté de certains états finaux dénote l’action « reculer d’une position » ceci est nécessaire car en arrivant sur ces états on a déjà lu le premier caractère du prochain lexème à analyser.

Id :





    lettre | chiffre



          lettre


           autre

     *











      retourne (UnilexId(), RangerId())

UnilexId est une procédure qui se charge de retourner la valeur correspondante à l’unité lexicale.

Entre autre elle teste dans la table des symboles si le lexème que l’on vient de lire n’est pas un mot clé. S’il s’agit d’un mot clé, UnilexId() retourne l’unité lexicale correspondante, sinon elle retourne Id.

RangerId est une procédure qui se charge de transférer tout attribut connu à ce moment (par ex. le nom de l’identificateur) vers la table des symboles.

nb :




          chiffre




      chiffre


      chiffre

           .


   chiffre

     E




   











































              +, (




















       chiffre






           *
      autre

    chiffre




        Rangernb








Rangernb est une procédure qui retourne l’unité lexicale correspondante et stocke la valeur actuelle dans la table.




     chiffre



    chiffre



     chiffre

   .

   chiffre
         autre
         *












Rangernb

















       chiffre








chiffre


    autre


*











   Rangernb





      b | ( | tab 


       b | ( | tab


   autre

            *











  

3. Ecrire un programme (en C par exemple) qui simule le comportement de l’automate obtenue en 2.

car = carsuiv( ) ;
                                      %carsuiv( ) est une procédure qui lit le prochain caractère du fichier source 

while(car<> EOF) 


switch(etat)


{


case 0 : car = carsuiv( ) ;                      %le prochain caractère du fichier source est lu et stocké dans la variable car


if(car = =’ ‘ || car = =’\t’ || car = = ‘\n’)



    {



    etat = 0 ;



    Avancer pointeur début qui pointe sur le début du lexème ;



    }



else if(car = =’<’) etat = 1;



else if(car = =’=’) etat = 5;



else if(car = =’>’) etat = 6;



else etat = Echec( );               %une fonction qui renvoie etat à etat initial de la partie suivante de l’automate


break ;


case 1 : …


case 2 : …






     (




%Les autres cas sont développés ici

case 8 : …


case 9 : car = carsuiv( ) ;



if(isletter(car)) etat = 10 ;



else etat = Echec( ) ;



break ;


case 10 : car = carsuiv( ) ;



   if (isletter(car)) etat = 10 ;



   else if (isdigit(car)) etat = 10 ;



   else etat = 11 ;



   break ;


case 12 :


     (

case 27 :


}

}

Analyse syntaxique

Rôle de l’analyseur syntaxique est de tester si le programme tel qu’il a été écrit respecte toutes les règles de la syntaxe du langage de programmation en question.

La meilleur façon de décrire les règles syntaxiques d’un langage sont les grammaires algébriques.

· Avantages de l’utilisation des grammaires algébriques :

a. Spécification syntaxique précise et facile à comprendre.

b. Construction automatique d’un analyseur syntaxique efficace.

c. Si le langage évolue, les changements peuvent être apportés facilement en modifiant la grammaire.

Entrée d’un analyseur syntaxique :flots d’unités lexicales produit par l’analyseur lexicale.

Sortie d’un analyseur syntaxique : arbre de dérivation (d’analyse) correspondant.

Il y a 3 types de méthodes pour construire cet arbre :

1. Universelles (par exemple Cooke-Kasami-Younger) qui marchent pour n’importe quelles grammaires, mais moins efficaces.

2. Ascendantes               selon le sens dans lequel on construit l’arbre d’analyse
3. Descendantes 

Les 2 derniers type de méthode marchent uniquement avec une certaine sous-classe de grammaire. Cependant, ces sous classes (par exemple LL, LR) sont capables de décrire pratiquement tous les langages de programmation connus.

On a déjà vu comment un langage de programmation peut être décrit par une grammaire algébrique.

Par exemple les expressions arithmétiques

expr ( expr  op  expr | ( expr | ( expr ) | id
op ( + | ( | ( |  / |  ( 

Puisque le « texte » (flot de l’analyseur lexicale) est lu de gauche à droite, lorsqu’on essaye de reconstruire un arbre à droite, on essaye de déterminer quelles dérivations gauches ont pu donner lieu à ce texte.

Ceci ne pose pas de problème car à chaque arbre de dérivation on peut associer une unique dérivation gauche. Par contre, des problèmes peuvent surgir quand on peut obtenir 2 dérivations gauche distinctes (c’est à dire 2 arbres distincts), en d’autre termes quand la grammaire est ambiguë.

Par exemple :

La grammaire :

E ( E op E | ( E) | ( E | id

op ( + | ( | ( | / | (    

Et l’expression : id + id ( id

1. E ( E op E ( E + E ( E + E op E ( E + E ( E ( id +  E ( E ( id + id ( E ( id + id ( id

2. E ( E op E ( E ( E ( E op E ( E ( E + E ( E ( id +  E ( E ( id + id ( E ( id + id ( id

  E





E


  E          op         E



E         op       E


  id                  E  op  E


        E  op  E    (        id


                      id   (   id


        id   +   id

Morale : certaines méthodes peuvent ne pas marcher si la grammaire est ambiguë (comme c’est le cas ici)

Elimination de l’ambiguïté

Pour appliquer certaines méthodes d’analyse syntaxique on a besoin d’une grammaire non ambiguë. Malheureusement il n’existe pas d’algorithme pour éliminer systématiquement l’ambiguïté de toute grammaire (parce qu’il existe des langages algébriques, dits fondamentalement ambiguës qui peuvent être engendrés uniquement par des grammaires ambiguës) cependant, dans certain cas (et au cas par cas) on peut éliminer l’ambiguïté.

Exemple (classique) :

Les   si …… alors …… sinon 

Soit la grammaire :

instr  (  si expr alors instr   |   si expr alors instr sinon instr   |   autre
Considérons :

si  E1  alors  si  E2  alors  I1  sinon  I2      ou E1,E2 sont deux expressions  I1,I2 sont deux instructions

instr

si                         expr                         alors                         instr

                                                              E1                               si     expr       alors      instr     sinon    instr


                                                                                                          E2                        I1                      E2
instr


si                    expr                     alors                     instr                     sinon                     instr


                                   E1                              si        expr        alors        instr                                E2

                                                                                 E2                            I1
Pour éliminer cet ambiguïté on prendra la convention que tout « sinon » s’accorde avec l’ « alors » le plus proche qui n’a pas encore de sinon.

Pour cela, on définit instruction close une instruction ou il n’y a pas d’ « alors » sans « sinon » et on impose que toute instruction entre un « alors » et un « sinon » soit close.

On ajoute 2 nouveaux symboles non terminaux instr_close et instr_nonclose et on modifie la grammaire comme suit :


instr ( instr_close | instr_nonclose

instr_close ( si expr alors instr_close sinon instr_close | autre

intr_nonclose ( si expr alors instr | si expr alors instr_close sinon instr_nonclose
L’ambiguïté de la grammaire a été éliminée

On a maintenant l’arbre de dérivation suivant :

Instr


Instr_nonclose

si                     expr                    alors                 instr


                                                                  E1                                         instr_close


                                                                                       Si    expr   alors   instr_close   sinon   instr_close








                   E2                       I1                             I2
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Analyse descendante

L’analyse descendante essaye de construire l’arbre de dérivation correspondant à une certaine chaîne d’unités lexicale en commençant de la racine (si cet arbre existe, c’est à dire, s’il n’y a pas d’erreurs syntaxiques dans le flot d’unités lexicales)

Exemple :

Soit donné la grammaire

S ( cAd

A ( ab | a
Et la chaîne d’entrée (=cad
Initialement on positionne un curseur sur le début du mot  w et on construit l’arbre avec un seul nœud : l’axiome


S


    c       A     d

On constate que il y a une seule dérivation possible pour l’axiome Set elle commence bien par c, le premier caractère du mot, on fait donc la dérivation. 

Le prochain nœud à développer et maintenant celui contenant c, un terminal et ce terminal coïncide avec le caractère pointé par le curseur, on avance donc le curseur d’une case. 

Le prochain nœud à développer et maintenant celui contenant A et le caractère pointé par le curseur est a. Il y a maintenant deux possibles dérivation de A qui commencent par a : A ( ab   et   A ( a.
Comme on a aucune possibilité de prévision, on dérive par exemple A en ab. 

Le prochain nœud à développer et maintenant celui contenant a, un terminal et ce terminal coïncide avec le caractère pointé par le curseur, on avance donc le curseur d’une case.

Le prochain nœud à développer et maintenant celui contenant b, mais cette fois-ci, ce terminal ne coïncide pas avec le caractère pointé qui est un d. Il faut donc recouler (rebrousser chemin) et revenir au nœud A pour le développer autrement. Il faudra aussi avoir mémorisé (ainsi que pour tous les autres nœuds contenant des non-terminaux) à quelle position se trouvait le curseur au moment où on avait commencé à développer ce nœud. Avec le deuxième essai on arrive à construire l’arbre.

Ce qui cause des rebroussements dans cet exemple est le fait qu’il y a deux productions

A ( (   et   A ( (     tel que ( et ( ont un préfixe en commun (le préfixe a).

Pour éviter ce problème on donne un procédé (dit « factorisation à gauche ») qui, étant donné une grammaire G, permet de construire une grammaire équivalente G’ tel que 2 productions de type

A ( (   et   A ( ( n’ont pas de préfixe commun.

Exemple (typique) :

instr ( si expr alors instr1 sinon instr2  |  si expr alors instr 

Imaginons que 2 A-productions aient un préfixe commun

A ( (( | ((
Cette grammaire est équivalente a :

A ( (A’

A’ ( ( | (
Avec ce procédé on a factorisé à gauche la grammaire.

 en général :

Pour chaque non terminal A
     Répéter

             Trouver le plus grand préfixe ( commun à deux (ou plus) membres de droite de 

             A-productions

             Remplacer toutes les A-productions :


 A ( ((1 | ((2 | …… | ((k | (

(ici ( représente toute autre alternative c-a-d 


 Par A ( (A’ | (


le membre de droite de toute A-production qui ne 


       A’ ( (1 | (2 | …… | (k

commence pas par ()

    Jusqu’à ce que (=(
Exemple :

S ( iEtS  |  iEtSeS  |  a

E ( b

En faisant la factorisation gauche on obtient :

S ( iEtSS’  |  a

S’ ( (  |  eS

E ( b

Une autre chose que l’on veut éviter pour effectuer une analyse syntaxique descendante sont les récursions gauches, ; c’est à dire les productions du type

A ( A(
Elimination de la récursion gauche (Rappel)

Soient A ( A(1 | A(1 | …… | A(m | (1 | ……| (r     les A*productions     (les (i ne commencent pas par A)
On les remplace par :

A ( (1A’ | (2A’ | …… | (rA’ 

A’ ( (1A’ | (2A’ | …… | (mA’| (
Exemple :

E( E+T | T

T ( T(F | F

F ( ( E ) | id

On obtient :

E ( TE’

T ( FT’

T’ ( (FT’ | (
F ( ( E ) | id

Mais attention, ce procédé élimine uniquement les récursions gauches directes comme A ( A( et non celles du type :

S  ( A( | …

A ( a | B( | … 

B ( S( | …

Avec ce genre de récursion on pourrait bouclé indéfiniment de la manière suivante :

                       S


                  A        (
            B         (
       S        (

 A         (
Algorithme complet pour élimination de (toutes les ) récursions gauches.

Ordonner tous les symboles non terminaux (c-a-d les renommer en A1, A2,…… An )

   Pour tout i de 1 à n
      Début


Pour tout j de 1 à i-1 faire

                Remplacer Ai ( Aj( par Ai ( (1( |……| ((k(   où Aj ( (1 |……| ((k( sont toutes les    

                Aj-produtions

             Eliminer toutes les récursions gauches directes sur Ai  

      Fin

Exemple :

Soit la grammaire :

S ( Aa | b

A ( Ac | Sd | (
On a ici par exemple la récursion gauche non directe S ( Aa ( Sda ( Aada

On renomme

A1 ( A2a | b
A2 ( A2c | A1d | (
Début

   Pour i=1 

       la boucle sur j n’est pas exécuté

   Il n’y a pas de récursion gauche directe sur A1
   Pour i=2 

      Pour j=1

                Remplacer toute règle A2 ( A1 ( par A2 ( (1( |……| ((k(  où  A1 ( (1 |……| ((k(
                Sont toutes les A1 productions

On obtient :

A1 ( A2a | b
A2 ( A2c | A2ad | bd | (
    Elimination de toutes les récursions gauches directes sur Ai
On obtient

A1 ( A2a | b
A2 ( bdA2’ | (A2’ 

A2’ ( cA2’ | adA2’ | (
Fin

Soit donc G une grammaire factorisée à gauche et sans recursion gauche, on va montrer comment il est possible de construire un analyseur syntaxique prédictif c’est à dire un analyseur syntaxique qui n’a pas besoin d’effectuer de rebroussement.

La construction de cet analyseur prédictif peut être facilitée si on utilise des diagrammes de transitions.

On aura un diagramme de transition associé à chaque symbole non-terminal.

Les étiquettes sur les flèches de ces diagrammes de transition seront soit des unités lexicales (qui sont les symboles terminaux de la grammaire) soit des symboles non-terminaux de la grammaire. Chaque diagramme de transition à un état initial et un état final.

Dans le diagramme de transition associé au non terminal A, il y aura un chemin étiqueté par 

X1, X2, ……, Xn si et seulement si A ( X1X2……Xn   est une production de la grammaire.

Exemple :

E ( TE’

E’ ( +TE | (
T ( FT’

T’ ( (FT | (
F ( ( E ) | id
Diagramme relatif à E :




     T


     E’



















Diagramme relatif à E’ :




     +


     T


       E























     (
Diagramme relatif à T :




     F


     T’



















Diagramme relatif à T’ :




     (


     F


      T






















     







     (
Diagramme relatif à T’ :




     (


     E


      )























     id


Fonctionnement de cette machine :

Au début, on se place sur l’état initial du diagramme de transition correspondant à l’axiome.

Au cours du calcul ce que l’on fait dépend d’abord de l’état ou on se trouve.

Imaginons que nous nous trouvons dans un état s et qu’il y a une flèche :

1) Si X est une unité lexicale (un terminal) et que X coïncide avec le 

terminal couramment lu, alors on avance à l’état t.

2) Si X est une unité lexicale (un terminal) et que X ne correspond  pas avec le 

terminal couramment lu, alors on a un échec.

3) Si X est un terminal alors on saute sur l’état initial du diagramme de transition correspondant à X et on ne reviendra à t qu’après être arrivé à l’état terminal du diagramme de X.

Exemple :

On prend la grammaire précédente avec le mot  (id) :

Etat
0         [
7

[
14
15

[
0
7

[
14
17

 ]
8

 [
10
13

 ]
9  

]
1

 [

Car lu

Car utilisè
(
  (
(

(
id
id
id
id

 id
)
)
)

(()
) 
)
)

















3
6  

]
2  

]
16
17 

]
8  

[
10
13 

]
9  

]
1 

[
3
6  

]
2  

]


)

(()
  )
)
)

)
(
(
(
(()
(
(
(
(
  (()
(
(

Le caractère [  correspond à l’ouverture d’un appel récursif c’est à dire que l’on est passé d’un diagramme à un autre diagramme. Le caractère ] correspond à la fermeture d’un appel récursif (le plus récent parmi ceux qui n’ont pas encore été fermés), c’est à dire que l’on est arrivé à l’ état final d’un diagramme et l’on est revenu sur le diagramme d’où on avait fait l’appel. On voit bien dans le tableau que lorsque l’on a le caractère [ il est toujours placé sous les états 2, 6, 9, 13, 17 qui sont les états finaux des diagrammes

Explication des cases du tableau.

1) On démarre en 0 on lit le caractère « («. On trouve une flèche étiquetée par T on doit donc passer à l’état 7 (appel récursif)

2) On est à l’état 7 on trouve une flèche étiqueté par F on doit donc passer à l’état 14 (appel récursif)

3) On est à l’état 14 on trouve une flèche étiqueté par «(«     qui est le caractère en lecture on passe donc à l’état 15

4) On est à l’état 15 on cherche maintenant id on trouve une flèche étiqueté par E on doit donc passer à l’état 0 (appel récursif)

…

…

7)    On est en 14 on trouve une flèche étiqueté par id qui est le caractère en lecture on passe donc à l’état 17

8)  On est à l’état 17 qui est un état final. On revient donc à l’état 8 qui est l’état suivant de celui où on a fait l’appel récursif le plus récent qui n’a pas encore été fermé (fermeture d’appel récursif).

…

Cours de Grammaire

19.01.00

Implémentation d’analyseur syntaxique prédictif (sans rebroussement) non récursif (itératif)

Idée : dérécursiviser l’algorithme de la semaine dernière en utilisant une pile explicite qui simule la pile (implicite) qui gère les appels récursifs.

Difficulté principale : la difficulté principale pour un analyseur syntaxique est de déterminer à tout moment quelle A-production il faut utiliser pour développer un nœud de l’arbre de dérivation étiqueté par A.

Cela peut être résolu par un programme (en C ou autre) qui simule le comportement de la machine suivante :










Le tampon d’entrée contient le mot d’entrée (ex : id+id(id) suivi par un marqueur de fin de mot, par exemple le symbole $. Au début, la tête de lecture est placée sur le premier caractère du mot.

La pile contient des symboles de la grammaire (terminaux ou non). Au début on y trouve :





La table est un tableau M à 2 dimension où chaque position M[A,a] est indexé par un non terminal A et par un terminal a et elle contient une (ou plusieurs) A-productions ou bien un marqueur d’erreur.

A chaque instant, l’action de la machine dépend du caractère a lu sur le tampon et du symbole X qui se trouve au sommet de la pile.

En particulier :

1. Si  X = a = $  la machine s’arrête et annonce que le mot est reconnu.

2. Si  X = a ( $  on dépile X = a de la pile et on avance la tête de lecture.

3. Si X est un non terminal alors on consulte la case M[X,a] de la table :

Si M[X,a] contient la X-production X ( Y1Y2…Yk alors on dépile X et on empile Y1Y2…Yk  (avec Y1 au sommet de la pile) et on affiche la production X ( Y1Y2…Yk)

Sinon (M[X,a] contient un marqueur d’erreur) on signale un échec.

4. Si X est un terminal mais X ( a alors on signale un échec.

Algorithme correspondant :

Répéter

   X ( sommet ;  a ( lettre pointée

   Si X ( Term ou X = $ alors


Si X = a alors dépiler X et avancer ptr


Sinon erreur

   Sinon
Si M[X,a] = Y1Y2…Yk alors


   Début


       Dépiler X


       Empiler Y1Y2…Yk 

 
       Retourner « X (Y1Y2…Yk »


   Fin


Sinon erreur

Jusqu'à ce que X = $

Construction de la table M

Les fonctions PREMIER(PREM) et SUIVANT(SUIV)

Définitions :

· Si ( est une chaîne de symbole on définit :

PREM(() = { terminaux que l’on peut trouver comme premier symbole des mots qui se dérivent à partir de (} 

En plus, cet ensemble contient ( si 
[image: image123.wmf]*
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· Si A est un symbole de la grammaire on définit :

SUIV(A) = {terminaux qui peuvent apparaître immédiatement à gauche de A dans un mot ( tel que S
[image: image124.wmf]*
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Méthode (Algorithmes) de calcul des fonctions PREM et SUIV

On commence par donner la méthode pour calculer PREM(X) où X est un symbole :

Répéter jusqu’à ce qu’il n’y a plus rien à ajouter aux différents ensembles PREM(X) ( symbole X

1. Si X est un terminal alors PREM(X) = X

2. Si X ( ( est une production alors ajouter ( à PREM(X)

3. Si X est un non terminal et X ( Y1Y2…Yk est une X-production 

alors  ajouter c à PREM(X) si (i tel que c ( PREM(Yi) et ( ( PREM(Yj) (j=1,…,i-1

          si ( ( PREM(Yi) (i = 1,…,k alors ajouter ( à PREM(X)

Exemple :

E ( TE’

E’ ( +TE’ | (
T ( FT’

T’ ( (FT’ | (
F ( ( E ) | id
PREM(id) = {id}

PREM(+) = {+}

PREM(() = {(}

PREM(E) = PREM(T)



Pour calculer PREM(E) il faut calculer d’abord PREM(T)
PREM(T) = PREM(F)



Pour calculer PREM(T) il faut calculer d’abord PREM(F)
PREM(F) = { ( , id }


PREM(E’) = { + , (}

PREM(T’) = { ( , (}

Comment calculer PREM pour une chaîne de symbole X1X2…Xk ?
On applique le pseudo-algorithme suivant :

PREM(X1X2…Xk)(∅
Ajouter PREM(X1) à PREM(X1X2…Xk)


Si ( ( PREM(X1) alors ajouter PREM(X2) à PREM(X1X2…Xk)



Si ( ( PREM(X2) alors ajouter PREM(X3) à PREM(X1X2…Xk)




Si ( ( PREM(X3) ……





…..







……

Ajouter ( à PREM(X1X2…Xk) si ( ( PREM(Xi) (i=1 ,…,k

On remarque que, tel qu’il a été écrit, celui-ci est un pseudo algorithme. La suite indéterminée de

« SI .. Alors » devrait en réalité être explicite par une boucle tant que.

Calcul de SUIV (algorithme)

Répéter jusqu'à ce qu’il n’y est plus rien à ajouter aux ensemble SUIV(X) pour tout non terminal X

1. Mettre $ dans SUIV(S)

2. Si A ( (B( est une production alors ajouter PREM(()-(  à  SUIV(B)
3. Si (A ( (B  ou  (A ( (B( tel que ( ( PREM(()) alors ajouter SUIV(A) à SUIV(B)

Exemple (suite) :

E ( TE’

E’ ( +TE’ | (
T ( FT’

T’ ( (FT’ | (
F ( ( E ) | id
PREM(id) = {id}

PREM(+) = {+}

PREM(() = {(}

PREM(E) = PREM(T)





PREM(T) = PREM(F)





PREM(F) = { ( , id }


PREM(E’) = { + , (}

PREM(T’) = { ( , (}

On met le symbole $ dans SUIV(E) (E est l’axiome).

A cause de la production E ( TE’ on ajoute les éléments de SUIV(E) (seulement $, pour l’instant) à SUIV(E’).

A cause de la même production on ajoute les éléments de PREM(E’) -( , c’est à dire le symbole + à  SUIV(T).
A cause de la production E’ ( +TE’  et puisque ( ( PREM(E’), on ajoute les éléments de SUIV(E’)

(seulement $, pour l’instant) à SUIV(T).

A cause de la production T ( FT’ on ajoute les éléments de SUIV(T) (seulement + et  $, pour l’instant) à SUIV(T’).

On continue ainsi de suite pour toutes les productions et, une fois terminé, on recommence pour voir s’il y a d’autres symboles à ajouter aux ensembles SUIV. On s’arrête de boucler quand les ensembles SUIV ne sont plus modifiés. Dans l’example on obtient :

SUIV(E)  = { $ , ) }

SUIV(E’) = { $ , ) }

SUIV(T)  = { $ , + , ) }


 

SUIV(T’) = { $ , + , ) }

SUIV(F) = { $ , + , ) , ( }

Algorithme de Construction de la table M

Pour chaque production A ( ( 

   Faire

   
Pour tout a(PREM(() ajouter A(( à la case M[A,a] 

Si ((PREM(() alors pour tout b terminal (SUIV(A) ajouter A(( à M[A,b]

Si ((PREM(() et $(SUIV(() alors ajouter A(( à M[A,$]

   Fin

Définir comme erreur toute entrée de la table qui n’a pas été définie par la boucle Pour.

Exemple (suite) :

Rappel :

E ( TE’

E’ ( +TE’ | (
T ( FT’

T’ ( (FT’ | (
F ( ( E ) | id
PREM(E) = { ( , id }



PREM(T) = { ( , id }

PREM(F) = { ( , id }


PREM(E’) = { + , (}

PREM(T’) = { + , (}
SUIV(E)  = { $ , ) }

SUIV(E’) = { $ , ) }

SUIV(T)  = { $ , + , ) }



SUIV(T’) = { $ , + , ) }

SUIV(F) = { $ , + , ) , ( }

On a la table suivante :


id
+
(
(
)
$

E
E ( TE’
erreur
erreur
E ( TE’
erreur
erreur

E’
erreur
E’ ( +TE’
erreur
erreur
E’ ( (
E’ ( (

T
T ( FT’
erreur
erreur
T ( FT’
erreur
erreur

T’
erreur
T’ (  (
T’ ( (FT’
erreur
T’ (  (
T’ (  (

F
F ( id
erreur
erreur
F ( ( E )
erreur
erreur

Analyse du mot id+id(id$

Pile
Mot restant à lire
Sortie

E$

TE’$

FT’E’$

idT’E’$

T’E’$

E’$

+TE’$

TE’$

FT’E’$

idT’E’$

T’E’$

(FT’E’$

FT’E’$

idT’E’$

T’E’

E’$

$
id+id(id$

id+id(id$

id+id(id$

id+id(id$

+id(id$

+id(id$

+id(id$

id(id$

id(id$

id(id$

(id$

(id$

id$

id$

$

$

$
E ( TE’

T ( FT’

F ( id

T’( (
E’ ( +TE’

T ( FT’

F ( id

T’( (FT’

F ( id

T’ ( (
E’ ( (
Stop on annonce que le mot est reconnu
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