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Systèmes de preuves syntaxiques

Systèmes "à la Hilbert"Caluls des séquents :

◮ Dédution naturelle

◮ Calul de GentzenSystèmes de réfutation :

◮ Résolution

◮ Tableaux
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La méthode axiomatique de Hilbert

David Hilbert: mathématiien allemand (1862 - 1943)
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Systèmes logiques axiomatiques

Un ensemble de formules.Un sous-ensemble de formules distinguées appelées axiomes.Un ensemble de règles d'inférene de la forme:Hyp1 HypnConl
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Exemple : système H→
Formules : l'ensemble indutif onstruit à partir de toutes les lettrespropositionnelles et du symbole binaire →.Axiome 1 : toutes les formules de la forme A → (B → A)Axiome 2 : toutes les formules de la forme

(A → (B → C )) → ((A → B) → (A → C ))Règle de dérivation : A → B A (Modus Ponens)B
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Dérivation sous forme de séquene (premier exemple)(a) Axiome 2 : (p → ((p → p) → p)) → ((p → (p → p)) → (p → p))(b) Axiome 1 : (p → ((p → p) → p))() Modus ponens sur a et b : (p → (p → p)) → (p → p)(d) Axiome 1 : (p → (p → p))(e) Modus ponens sur  et d : (p → p)Notation : ∅ ⊢H→

(p → p) ou ⊢H→
(p → p)
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Dérivation sous forme de séquene (deuxième exemple)On �xe un ensemble d'hypothèses. Par exemple ∆ = {p}.(a) Axiome 1 : (p → (p → p))(b) Formule dans ∆ : p() Modus ponens sur a et b : (p → p)Notation : {p} ⊢H→
(p → p) ou p ⊢H→

(p → p)
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Notion de dérivation sous forme de séqueneUne dérivation de la formule A à partir d'un ensemble d'hypothèses ∆ estune séquene de formules F1, . . . ,Fn telle que pour haque i :Fi est une hypothèse de ∆, ouFi est une instane d'axiome, ouFi est obtenue par une règle d'inférene à partir de Fe1 , . . . ,Fek avee1, . . . , ek < i etla dernière formule de la séquene est A.Notation : S'il y a une dérivation de A à partir de ∆, nous érivons

∆ ⊢H→

A. Nous érivons ∆,B ⊢H→

A pour ∆ ∪ {B} ⊢H→

A.
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Dérivation sous forme d'arbre
(p → (p → p)) (ax1) p ∈ ∆

(p → p) p ∈ ∆pNous avons p ⊢H→

p.
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Notion de dérivation sous forme d'arbre

Dé�nition : La dérivation de la formule A à partir d'un ensembled'hypothèses ∆ est un arbre �ni de formules tel quehaque feuille est soit une hypothèse de ∆ soit un axiomesi B est le père des B1 . . .Bn, alors B est obtenu par l'appliationd'une règle d'inférene sur les formules B1 . . .Bn.la formule A est la raine de l'arbre.
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La notion de théorème
La formule A est un théorème ssi il existe une dérivation de la formule A àpartir d'un ensemble d'hypothèses vide.Exemple : La formule p → p est un théorème dans le système H→.
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Théorème de la dédutionThéorème : Soit H un système de Hilbert quelonque tel quel'ensemble d'axiomes de H ontient au moins Axiome 1 + Axiome 2la seule règle d'inférene de H est le Modus Ponens.Alors, ∆ ⊢H A → B ssi ∆,A ⊢H B .Preuve : au tableauExemple : Montrer que (p → (q → r)) → (q → (p → r)) est unthéorème : par la propriété préédante, on démontre que r est dérivable àpartir de ∆ = {p → (q → r), q, p}.
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Dérivation omme séquene
∆ = {p → (q → r), p, q}(a) Élement dans ∆ : p → (q → r)(b) Élement dans ∆ : p() Modus Ponens sur a et b : q → r(d) Élement dans ∆ : q(e) Modus Ponens sur  et d : r
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Dérivation omme arbre

∆ = {p → (q → r), p, q}p → (q → r) ∈ ∆ p ∈ ∆

(q → r) q ∈ ∆r
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Un autre exemple : système HpropAxiome 1 : A → (B → A)Axiome 2 : (A → (B → C )) → ((A → B) → (A → C ))Axiome 3 : A → (B → (A ∧ B))Axiome 4 : A → (A ∨ B)Axiome 5 : B → (A ∨ B)Axiome 6 : (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A)Axiome 7 : (A ∧ B) → AAxiome 8 : (A ∧ B) → BAxiome 9 : (A → B) → ((C → B) → ((A ∨ C ) → B))Axiome 10 : ¬¬A → ARègle de dérivation : Modus PonensPeter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 15 / 75
Exemple de dérivationSoit D = A ∨ ¬A et ∆ = {¬D}.(a) Axiome 4 : A → (A ∨ ¬A) (i.e. A → D )(b) Axiome 1 : ¬D → (A → ¬D)() ∆ : ¬D(d) Modus ponens b et  : A → ¬D(e) Axiome 6 : (A → D) → ((A → ¬D) → ¬A)(f) Modus ponens a,e :(A → ¬D) → ¬A(g) Modus ponens d,f : ¬A(h) Axiome 5 : ¬A → (A ∨ ¬A)(i) Modus ponens g, h : (A ∨ ¬A)Don, ¬D ⊢Hprop DPeter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 16 / 75



Exemple de dérivationPar le théorème de la dédution nous avons une dérivation de ¬D → D àpartir de l'ensemble vide. Pareil pour ¬D → ¬D. On onstruit maintenantune nouvelle dérivation omme suit :(a) Obs pre : ¬D → D(b) Obs pre : ¬D → ¬D() Axiome 6 : (¬D → D) → ((¬D → ¬D) → ¬¬D)(d) Modus ponens, , a, b : ¬¬D(e) Axiome 10 : ¬¬D → D(f) Modus ponens e, d : DEn�n, nous avons une dérivation de D à partir de l'ensemble vide, donD = A ∨ ¬A est un théorème dans Hprop .Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 17 / 75
Théorème de l'a�aiblissement

Théorème : Si ∆ ⊢ A est dérivable dans le système Hprop , alors le séquent

∆,B ⊢ A est aussi dérivable dans le système Hprop pour toute formule B .Dit autrement,Si ∆ ⊢Hprop A, alors ∆,B ⊢Hprop A pour toute formule B .
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Propriétés du système Hprop

Théorème : Le système Hprop est orret, i.e., si ∆ ⊢Hprop A, alors ∆ |= A.Preuve : Par indution sur l'arbre de derivation de ∆ ⊢Hprop A.Théorème : Le système Hprop est omplet, i.e., si ∆ |= A, alors

∆ ⊢Hprop A.Preuve : Dans la suite du ours.
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Les séquents en logique

Gerhard Gentzen: mathématiien allemand (1909 - 1945)
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La notion de séquent
Dé�nition : Un séquent est un ouple de la forme ∆ ⊢ Γ, où ∆ et Γ sontdes multi-ensembles de formules.La formule assoiée à un séquent de la forme A1, . . . ,An ⊢ B1, . . . ,Bk estdonnée par : A1 ∧ . . . ∧ An → B1 ∨ . . . ∨ BkRappel : une onjontion vide est vraie, une disjontion vide est fausse.
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Sémantique d'un séquent

Dé�nition : Un séquent A1, . . . ,An ⊢ B1, . . . ,Bk est valide ssi sa formuleassoiée (A1 ∧ . . . ∧ An) → (B1 ∨ . . . ∨ Bk ) est valide.
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Les ingrédients d'un alul de séquents

Pour dé�nir un alul de séquents :On �xe des séquents axiomes (des séquents partiuliers)On �xe des règles d'inférene de la forme ∆1 ⊢ Γ1 . . . ∆n ⊢ Γn

∆ ⊢ Γ
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Systèmes ave séquentsDé�nition : La dérivation du séquent ∆ ⊢ Γ dans un système Squelonque, ou S-dérivation de ∆ ⊢ Γ, est un arbre �ni de séquents tel quehaque feuille est un axiome de S.si Λ ⊢ Φ est le père de n séquents Λ1 ⊢ Φ1 et . . . et Λn ⊢ Φn, alors

Λ ⊢ Φ est obtenu par l'appliation d'une règle d'inférene de S sur sesenfants Λ1 ⊢ Φ1 et . . . et Λn ⊢ Φn.la raine de l'arbre est le séquent ∆ ⊢ Γ.Notation : On érit ∆ ⊢S Γ pour dire que le séquent ∆ ⊢ Γ est S-dérivableet on érit simplement ∆ ⊢ Γ pour parler du séquent en tant qu'objet.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 24 / 75



Preuves et théorèmes
Dé�nition : Soit S un système ave séquents. Une preuve d'un séquent

∆ ⊢ Γ dans S est une dérivation de ∆ ⊢ Γ dans S. Un théorème de S estun séquent de la forme ∅ ⊢ Γ ayant une preuve dans S.
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RemarqueUn système axiomatique peut aussi se voir omme un alul ave séquents.Ainsi par exemple, pour H→:Les séquents axiomes sont de la forme

∆ ⊢ A (si A ∈ ∆)
∆ ⊢ A → (B → A)
∆ ⊢ (A → (B → C )) → ((A → B) → (A → C ))La règles d'inférene est de la forme

∆ ⊢ A → B ∆ ⊢ A

∆ ⊢ B
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Système DN→ : dédution naturelle pour →

Formules : l'ensemble indutif onstruit à partir de toutes les lettrespropositionnelles et du symbole binaire →.Axiome : ∆,A ⊢ ARègles d'inférene :

∆,A ⊢ B

∆ ⊢ A → B (→ i) ∆ ⊢ A ∆ ⊢ A → B

∆ ⊢ B (→ e)
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Exemple de dérivation dans DN→A,B ⊢ A (axiome)

(→ i)A ⊢ B → A

(→ i)
⊢ A → (B → A)

Notation : ∅ ⊢DN→

A → (B → A) ou ⊢DN→

A → (B → A)Nous avons démontré l'axiome 1 de H→ dans le système DN→.De manière similaire on peut démontrer ∆ ⊢DN→

A → (B → A) pour tout

∆.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 28 / 75



Un autre exemple de dérivation dans DN→Soit Γ = A → (B → C ),A → B,A.
Γ ⊢ A → (B → C ) Γ ⊢ A

(→ e)
Γ ⊢ B → C Γ ⊢ A → B Γ ⊢ A

(→ e)
Γ ⊢ B

(A → (B → C )), (A → B),A ⊢ C
(A → (B → C )), (A → B) ⊢ A → C

(A → (B → C )) ⊢ (A → B) → (A → C )

⊢ (A → (B → C )) → ((A → B) → (A → C ))Nous avons démontré l'axiome 2 de H→ dans DN→.De manière similaire on peut démontrer
∆ ⊢DN→

(A → (B → C )) → ((A → B) → (A → C )) pour tout ∆.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 29 / 75
Équivalene entre H→ et DN→ (i)

Théorème : Si ∆ ⊢H→

A, alors ∆ ⊢DN→

A.Preuve : Par indution sur la dérivation de A à partir de ∆ dans lesystème H→.
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Équivalene entre H→ et DN→ (ii)

Théorème : Si ∆ ⊢DN→

A, alors ∆ ⊢H→

A.Preuve : Par indution sur la DN→-dérivation de ∆ ⊢ A.Si axiome dans DN→, alors 'est trivial.Si l'arbre se termine par → i, alors on utilise le théorème de ladédution.Si l'arbre se termine par → e, alors on utilise modus ponens.
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Système DNprop : dédution naturelle pour →,∨,∧,¬Axiome : ∆,A ⊢ ARègles d'inférene :

∆,A ⊢ B
∆ ⊢ A → B (→ i) ∆ ⊢ A ∆ ⊢ A → B

∆ ⊢ B (→ e)
∆ ⊢ A ∆ ⊢ B

∆ ⊢ A ∧ B (∧ i)
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∆ ⊢ A ∧ B
∆ ⊢ A (∧ e) ∆ ⊢ A ∧ B

∆ ⊢ B (∧ e)
∆ ⊢ A

∆ ⊢ A ∨ B (∨i) ∆ ⊢ B
∆ ⊢ A ∨ B (∨i)

∆ ⊢ A ∨ B ∆,A ⊢ C ∆,B ⊢ C
∆ ⊢ C (∨e)

∆,A ⊢ B ∆,A ⊢ ¬B
∆ ⊢ ¬A (¬i)
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∆ ⊢ A ∆ ⊢ ¬A

∆ ⊢ B (¬e) ∆ ⊢ ¬¬A

∆ ⊢ A (¬e)La dernière règle ¬e est onnue sous le nom de raisonnement par l'absurde.
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Exemple de dérivation dans DNpropTiers exluB = A ∨ ¬A

¬B ,A ⊢ A

(∨i)
¬B ,A ⊢ B ¬B ,A ⊢ ¬B

(¬i)
¬B ⊢ ¬A

(∨i)
¬B ⊢ B ¬B ⊢ ¬B

(¬i)
⊢ ¬¬B

(¬e)
⊢ B
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Un autre exemple de dérivation dans DNpropLoi de PeireG = (H → A) → A, H = A → B

¬G ,H → A ⊢ H → A ¬G ,H → A ⊢ H
(→ e)

¬G ,H → A ⊢ A
(→ i)

¬G ⊢ G ¬G ⊢ ¬G

(¬e)
⊢ ¬¬G

(¬e)
⊢ G
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G = (H → A) → A, H = A → B
¬G ,H → A,A,H → A ⊢ A

(→ i)
¬G ,H → A,A ⊢ G ¬G ,H → A,A ⊢ ¬G

(¬e)
¬G ,H → A,A ⊢ B

(→ i)
¬G ,H → A ⊢ H
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Comment transformer des dérivations dans DNprop

Théorème : (A�aiblissement) Si ∆ ⊢ A est dérivable dans le systèmeDNprop , alors ∆,B ⊢ A l'est aussi (et la hauteur de l'arbre de dérivation nehange pas).
Théorème : (Contration) Si ∆,B ,B ⊢ A est dérivable dans le systèmeDNprop , alors ∆,B ⊢ A l'est aussi.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 38 / 75

ObservationsLe raisonnement par l'absurde entraîne le tiers exlu et la loi de Peire.Mais, aussiLe tiers exlu entraîne la loi de Peire.Soit F = (A → B) → A.

Γ ⊢ A ∨ ¬A Γ, F ,A ⊢ A

Γ,A ⊢ F → A Γ,¬A, F ⊢ F Γ,¬A,F ,A ⊢ A Γ,¬A,F ,A ⊢ ¬A
Γ,¬A,F ,A ⊢ B

Γ,¬A, F ⊢ A → B

Γ,¬A,F ⊢ A

Γ,¬A ⊢ F → A

Γ ⊢ ((A → B) → A) → APeter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 39 / 75
ObservationsLa loi de Peire entraîne le raisonnement par l'absurde.On onsidère ¬A = A → ⊥.

∆ ⊢ ((A → ⊥) → A) → A ∆ ⊢ ¬¬A

========== (A�aibl.)

∆,¬A ⊢ ¬¬A ∆,¬A ⊢ ¬A

∆,¬A ⊢ A

∆ ⊢ ¬A → A

∆ ⊢ A
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Équivalene entre Hprop et DNprop (i)

Théorème : Si ∆ ⊢Hprop A, alors ∆ ⊢DNprop A.Preuve : Par indution sur la dérivation de A à partir de ∆ dans lesystème Hprop .
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Équivalene Hprop et DNprop (ii)Théorème : Si ∆ ⊢DNprop A, alors ∆ ⊢Hprop A.Preuve : Par indution sur la DNprop-dérivation de ∆ ⊢ A.Si axiome dans DNprop , alors 'est trivial.Si l'arbre se termine par → i, alors on utilise le théorème de ladédution.Si l'arbre se termine par → e, alors on utilise modus ponens.Si l'arbre se termine par ∧ i, alors on utilise l'axiome 3.Si l'arbre se termine par ∧ e, alors on utilise les axiomes 7 et 8.Si l'arbre se termine par ∨ i, alors on utilise les axiomes 4 et 5.Si l'arbre se termine par ∨ e, alors on utilise le théorème de ladédution et l'axiome 9.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 42 / 75

Suite de la preuveSi l'arbre se termine par ¬ i, alors on utilise le théorème de ladédution et l'axiome 6.Si l'arbre se termine par la seonde règle de ¬ e, alors on utilisel'axiome 10.Si l'arbre se termine par la première règle de ¬ e, alors on raisonneomme suit. Si on dérive A et ¬A, alors ave deux instanes del'axiome 1 (A → (¬B → A)) et (¬A → (¬B → ¬A)) on obtient

¬B → A et ¬B → ¬A. Ave l'axiome 6

(¬B → A) → ((¬B → ¬A) → ¬¬B), on obtient ¬¬B , et avel'axiome 10 ¬¬B → B on obtient B .
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Propriétés du système DNprop

Théorème : Le système DNprop est orret, i.e., si ∆ ⊢DNprop A, alors

∆ ⊢ A est valide.
Théorème : Le système DNprop est omplet, i.e, si ∆ ⊢ A est valide, alors

∆ ⊢DNprop A.
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Calul de Gentzen LKAxiome : A ⊢ ARègles d'inférene struturelles :
∆,A,A ⊢ Γ

∆,A ⊢ Γ
(ontration g)

∆ ⊢ Γ,A,A
∆ ⊢ Γ,A (ontration d)

∆ ⊢ Γ

∆,A ⊢ Γ
(a�aiblissement g)

∆ ⊢ Γ

∆ ⊢ Γ,A (a�aiblissement d)
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Règles d'inférene logiques :

∆ ⊢ Γ,A

∆,¬A ⊢ Γ
(¬ g)

∆,A ⊢ Γ

∆ ⊢ Γ,¬A (¬ d)

∆ ⊢ A,Γ Π,B ⊢ Λ

∆,Π,A → B ⊢ Γ,Λ
(→ g)

∆,A ⊢ B ,Γ

∆ ⊢ A → B,Γ
(→ d)

∆,A,B ⊢ Γ

∆,A ∧ B ⊢ Γ
(∧ g)

∆ ⊢ A,Γ ∆ ⊢ B ,Γ

∆ ⊢ A ∧ B ,Γ
(∧ d)

∆,A ⊢ Γ ∆,B ⊢ Γ

∆,A ∨ B ⊢ Γ
(∨g)

∆ ⊢ A, Γ

∆ ⊢ A ∨ B , Γ
(∨d)

∆ ⊢ B , Γ

∆ ⊢ A ∨ B , Γ
(∨d)
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Règles d'inférene oupure :

∆ ⊢ Γ,A A,Λ ⊢ Π

∆,Λ ⊢ Γ,Π
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Dérivation dans LK

On note ∆ ⊢LK Γ si le séquent ∆ ⊢ Γ est dérivable dans le système LK .
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Premier exemple de dérivation dans LK

Modus Ponens p ⊢ p (ax) q ⊢ q (ax)
(→ g)p, (p → q) ⊢ q

(∧ g)p ∧ (p → q) ⊢ q
(→ d)

⊢ (p ∧ (p → q)) → q
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Deuxième exemple de dérivation dans LK

Tiers exlu p ⊢ p (ax)
(¬ d)

⊢ p,¬p

(∨ d)
⊢ p, p ∨ ¬p

(∨ d)
⊢ p ∨ ¬p, p ∨ ¬p

(ont d)
⊢ p ∨ ¬p
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Troisième exemple de dérivation dans LK

Loi de Peire A ⊢ A (ax)
(a� d)A ⊢ B ,A

(→ d)
⊢ A → B ,A A ⊢ A (ax)

(→ g)
(A → B) → A ⊢ A,A

(ont d)
(A → B) → A ⊢ A

(→ d)
⊢ ((A → B) → A) → A
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Propriétés du système LK

Théorème : (Élimination de oupures) Si ∆ ⊢ Γ est dérivable dans lesystème LK , alors il existe une dérivation de ∆ ⊢ Γ dans LK qui n'utilisepas la règle de oupure.
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Équivalene entre la Dédution naturelle et LKRemarque : Si ∆ ⊢LK Γ, alors soit ∆ soit Γ n'est pas vide.Théorème : Si ∆ ⊢LK Γ, alorsSi ∆ = ∅, alors ⊢DNprop ∨
Γ.Si Γ = ∅, alors ⊢DNprop ∨
¬∆.Sinon, ⊢DNprop ∨

¬∆ ∨
∨

Γ

Théorème : Si ∆ ⊢DNprop A, alors ∆ ⊢LK A.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 53 / 75
Propriétés du système de Gentzen LK

Théorème : Le système LK est orret, i.e., si ∆ ⊢LK Γ, alors ∆ ⊢ Γ estvalide.Théorème : Le système LK est omplet, i.e., si ∆ ⊢ Γ est valide, alors

∆ ⊢LK Γ.
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Automatisation : le système GAxiome : ∆,A ⊢ Γ,ARègles d'inférene logiques :

∆ ⊢ Γ,A

∆,¬A ⊢ Γ
(¬ g)

∆,A ⊢ Γ

∆ ⊢ Γ,¬A (¬ d)

∆ ⊢ A,Γ ∆,B ⊢ Γ

∆,A → B ⊢ Γ
(→ g)

∆,A ⊢ B ,Γ

∆ ⊢ A → B ,Γ
(→ d)

∆,A,B ⊢ Γ

∆,A ∧ B ⊢ Γ
(∧ g)

∆ ⊢ A,Γ ∆ ⊢ B ,Γ

∆ ⊢ A ∧ B ,Γ
(∧ d)

∆,A ⊢ Γ ∆,B ⊢ Γ

∆,A ∨ B ⊢ Γ
(∨g)

∆ ⊢ A,B ,Γ

∆ ⊢ A ∨ B ,Γ
(∨d)Règles de oupure :

∆ ⊢ Γ,A A,Λ ⊢ Π

∆,Λ ⊢ Γ,ΠPeter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 55 / 75
Dérivation dans G

On note ∆ ⊢G Γ si le séquent ∆ ⊢ Γ est dérivable dans le système G.
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Premier exemple de dérivation dans G
Tiers exlu p ⊢ p (ax)

(¬ d)
⊢ p,¬p

(∨ d)
⊢ p ∨ ¬p
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Deuxième exemple de dérivation dans G

Loi de Peire p ⊢ q, p (ax)
(→ d)

⊢ p → q, p p ⊢ p (ax)
(→ g)

(p → q) → p ⊢ p

(→ d)
⊢ ((p → q) → p) → p

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 58 / 75

Comment transformer quelques dérivations dans G

Théorème : (A�aiblissement) Si ∆ ⊢G Γ, alors ∆,A ⊢G Γ et ∆ ⊢G A,Γ.Théorème : (Contration) Si ∆,A,A ⊢G Γ, alors ∆,A ⊢G Γ. Si

∆ ⊢G Γ,A,A, alors ∆ ⊢G Γ,A l'est aussi.Théorème : (Élimination de oupures) Si ∆ ⊢G Γ, alors il existe unedérivation de ∆ ⊢G Γ qui n'utilise pas la règle de oupure.
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Équivalene entre LK et G

Théorème : Si ∆ ⊢ Γ est dérivable en LK , alors ∆ ⊢ Γ est dérivable en G.

Théorème : Si ∆ ⊢ Γ est dérivable en G, alors ∆ ⊢ Γ est dérivable en LK .
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Équivalene entre DN et G
Théorème : Si ∆ ⊢DNprop A, alors ∆ ⊢G A.Remarque : Si ∆ ⊢G Γ, alors soit ∆ soit Γ n'est pas vide.Théorème : Si ∆ ⊢G Γ, alorsSi ∆ = ∅, alors ⊢DNprop ∨

Γ.Si Γ = ∅, alors ⊢DNprop ∨
¬∆.Sinon, ⊢DNprop ∨

¬∆ ∨
∨

Γ
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Propriétés du système GThéorème : Toute règle de G de la forme S1 . . . SnS est réversible, i.e.,S1 ∧ . . . ∧ Sn est valide ssi S est valide.

Théorème : Le système G est orret, i.e., si ∆ ⊢G Γ, alors ∆ ⊢ Γ estvalide.Preuve : Par indution sur la dérivation du séquent ∆ ⊢ Γ dans le système

G à l'aide de la réversibilité et du fait que les axiomes sont des séquentsvalides.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 62 / 75

Propriétés du système GThéorème : Le système G est omplet, i.e., si ∆ ⊢ Γ est valide, alors
∆ ⊢G Γ.Preuve : On va onstruire un arbre de dérivation pour le séquent ∆ ⊢ Γdans le système G sans oupures, ei en appliquant les règles du système�du bas vers le haut� aussi longtemps que possible. Ce proessus s'arrêtenéessairement ar tout séquent �hypothèse� est plus petit que le séquent�onlusion� (propriété de sous-formule).En plus, omme le séquent de la raine est valide, tous les séquentsintroduits par ette onstrution sont valides d'après le théorème deréversibilité.
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Suite de la preuvePour onlure il faut montrer que la onstrution s'arrête sur des séquentsaxiomes, 'est à dire, que toute feuille de l'arbre de dérivation est unaxiome. On raisonne par l'absurde. Si le séquent d'une feuille ontientenore un onneteur logique, alors on peut toujours appliquer une règle dusystème, e qui est en ontradition ave le fait que 'était une feuille.Alors, si le séquent d'une feuille n'a plus de onneteur logique mais il n'estpas un axiome, 'est qu'il est de la forme p1, . . . , pm ⊢ q1, . . . qn, avepi 6= qj , pour tout i , j . L'interprétation qui donne V à toutes les lettres piet F à toutes les lettres qj falsi�e e séquent, ei est une ontraditionave le fait que e séquent soit valide.
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La résolution en alul propositionnel
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Résolution

John Alan Robinson: philosophe, mathématiien, informatiienanglais/amériain (1930 - )
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Résolution
Méthode par réfutation :

∆ |= A ssi A s'obtient à partir de ∆ par résolution

∆ |= A ssi ∆ ∪ {¬A} insatisfaisable ssi ∆ ∪ {¬A} est réfutable
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Forme Normale Conjontive (FNC)

Dé�nition :Un littéral est une formule de la forme p ou ¬p, où p est une lettrepropositionnelle quelonque.Une lause est une formule de la forme l1 ∨ . . . ∨ ln, n ≥ 0, où haqueli est un littéral. La lause vide (n = 0) s'érit ⊥.Une formule est en forme normal onjontive ssi elle est de la formeD1 ∧ . . . ∧ Dn, n ≥ 0, où haque Di est une lause.
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Forme Normale Disjontive (FND)

Dé�nition :Une onjontion élémentaire est une formule de la forme l1 ∧ . . . ∧ ln,n ≥ 0, où haque li est un littéral.La onjontion élémentaire vide(n = 0) s'érit ⊤.Une formule est en forme normal disjontive ssi elle est de la formeC1 ∨ . . . ∨ Cn, n ≥ 0, où haque Ci est une onjontion élémentaire.
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Existene de la FND et de la FNCThéorème : Soit A une formule.Il existe une formule A1 en FND telle que A1 ≡ A.Il existe une formule A2 en FNC telle que A2 ≡ A.

Lemme : Soit ∆ = {A1, . . . ,An} et FNC∆ = {E1, . . . ,En} où haque Eiest une FNC de Ai . Pour haque Ei de la forme Di1 ∧ . . .∧Dik on onstruitCEi = {Di1 , . . . ,Dik}. Soit C∆ =
⋃1≤i≤n CEi . Alors ∆ est satisfaisable ssiC∆ est satisfaisable.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 9 février 2011 70 / 75

Formes normales et tables de vérité

p q r AV V V FV V F VV F V VV F F FF V V VF V F FF F V FF F F V
A ≡ (p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ r)∨
(¬p ∧ q ∧ r) ∨ (¬p ∧ ¬q ∧ ¬r)

¬A ≡ (p ∧ q ∧ r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ ¬r)∨
(¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ ¬q ∧ r)A ≡ (¬p ∨ ¬q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r)∧
(p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (p ∨ q ∨ ¬r)
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Règles de la résolutionAxiomes : auunRègles d'inférene :(D et C sont deux lauses)D ∨ p C ∨ ¬pD ∨ C (oupure) p ¬p

⊥

(as partiulier)D ∨ p ∨ pD ∨ p (fatorisation)
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Dérivation par résolutionExemple : p ∨ r ∨ s r ∨ ¬sp ∨ r ∨ rp ∨ r ¬rpNotation : Une dérivation de la lause p à partir de l'ensemble
{p ∨ r ∨ s, r ∨ ¬s,¬r} s'érit

{p ∨ r ∨ s, r ∨ ¬s,¬r} ⊢R p
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RéfutationDé�nition : Un ensemble de lauses ∆ est réfutable ssi ∆ ⊢R ⊥.Exemple : p ∨ r ∨ s r ∨ ¬sp ∨ r ∨ rp ∨ r ¬rp ¬p

⊥

{p ∨ r ∨ s, r ∨ ¬s,¬r ,¬p} ⊢R ⊥
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Propriétés de la résolution
Théorème : La résolution est orrete, i.e., si ∆ ⊢R A, alors ∆ |= A et si

∆ ⊢R ⊥, alors ∆ est insatisfaisable.Théorème : La résolution est omplète pour la refutation, i.e., si ∆ estinsatisfaisable, alors ∆ ⊢R ⊥.
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