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Plan du ours1 Rappels :

◮ Indution : ordres bien fondés, dé�nitions indutives, priniped'indution bien fondée, preuves par indution.

◮ Calul propositionnel : syntaxe, sémantique, tables de vérité.2 Systèmes de preuves syntaxiques pour le alul propositionnel :

◮ Hilbert.

◮ Dédution naturelle.

◮ Gentzen.

◮ Corretion et omplétude.3 Calul des prédiats :

◮ Syntaxe, sémantique.

◮ Uni�ation et résolution.

◮ Théories équationnelles.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 2 / 67Modalités du oursChargés de TD :

◮ Thibaut Balabonski, groupe 1, vendredi 14h30-16h30, salle 473F.
◮ Stéphane Zimmermann, groupe 2, lundi 10h30-12h30, salle 470E.
◮ Alexandre Pilkiewiz, groupe 3, merredi 14h30-16h30, salle 473F.
◮ Marie Ferbus, groupe 4, merredi 18h30-20h30, salle 478F.Examen partiel obligatoire : début mars.Note 1ère session : 12 note partiel + 12 examen �nalNote session rattrapage :Max(exam rattrapage, 12 note partiel + 12 exam rattrapage)Pendant le partiel et les examens, les étudiants auront droituniquement à la onsultation de deux feuilles A4 reto-versomanusrites et stritement personnelles. Tous les autres douments neseront pas autorisés.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 3 / 67

Douments du ours
Transparents du ourshttp://www.liafa.jussieu.fr/~haberm/ours/logique/Tableau (exemples et démonstrations)
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BibliographieLogique pour l'info. : introdution à la dédution automatique.S. Cerrito, VUIBERT.Mathématiques pour l'informatique.A. Arnold et I. Guessarian, MASSON.Introdution à la logique.R. David, K. Nour et C. Ra�alli, DUNOD.Logique et fondements de l'informatique.R. Lassaigne et M. Rougemont, HERMES.First-Order Logi and Automated Theorem Proving.M. Fitting, SPRINGER.Conrete Mathematis.R. L. Graham, D. E. Knuth et O. Patashnik , ADDISON-WESLEY.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 5 / 67
Bibliographie

Logi for Computer Siene.J. Gallier, WILEY. Disponible en ligne:http://www.is.upenn.edu/~jean/gbooks/logi.htmlLe point aveugle.J.-Y. Girard, voirhttp://iml.univ-mrs.fr/~girard/ours/ours.htmlLogiomis.A. Doxiadis, C. Papadimitriou, A. Papadatos, A. Di Donna, VUIBERT.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 6 / 67

Notions préliminaires
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EnsemblesDé�nition : Soient deux ensembles A,B inlus dans U (Univers).L'intersetion de A et B est A∩ B = {e ∈ U | e ∈ A et e ∈ B}L'union de A et B est A∪ B = {e ∈ U | e ∈ A ou e ∈ B}La di�érene de A et B est A \ B = {e ∈ U | e ∈ A et e /∈ B}Le omplémentaire de A est A = U \ A = {e ∈ U | e /∈ A}

P(A) est l'ensemble de toutes les parties (sous-ensembles) de l'ensemble A.

(Lois de de Morgan)
A ∪ B = A∩ B A ∩ B = A ∪ BDé�nition : Le produit artésien de n ensembles A1 . . .An est l'ensemblede n-uplets A1 × . . . ×An = {(a1, . . . , an) | ai ∈ Ai}. Si Ai = A pourtout i , on note An le produit A1 × . . . ×An.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 8 / 67
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RelationsDé�nition : Une relation n-aire sur A1 . . .An est un sous-ensemble de

A1 × . . . ×An.Dé�nition : Soit R ⊆ A×A une relation binaire.R est ré�exive ssi pour tout x ∈ A, (x , x) ∈ R .R est irré�exive ssi pour tout x ∈ A, (x , x) /∈ R .R est symétrique si pour tout x , y ∈ A, (x , y) ∈ R implique
(y , x) ∈ R .R est anti-symétrique si pour tout x , y ∈ A, (x , y) ∈ R et (y , x) ∈ Rimplique x = y .R est transitive si pour tout x , y , z ∈ A, (x , y) ∈ R et (y , z) ∈ Rimplique (x , z) ∈ R .Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 9 / 67

Notations

(x , y) ∈ R peut s'érire aussi x R y .On peut utiliser un symbole à la plae de R :Ainsi par exemple, si ≤ est une relation, alors

(x , y) ∈ ≤ s'érit x ≤ y .On érit y ≥ x lorsque x ≤ y .

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 10 / 67Exemples
Exemple : La relation ≥ sur les entiers naturels est ré�exive, la relation >sur les entiers naturels est irré�exive.Exemple : La relation = sur les ensembles est symétrique, la relation ≥sur les entiers naturels est anti-symétrique.Exemple : La relation ⊇ sur les ensembles est transitive.
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Équivalene et CongrueneDé�nition :R est une équivalene si elle est ré�exive, symétrique et transitive.Exerie : Montrer que ∼= {(x , y) | 3 est diviseur de x − y} est uneéquivalene.R est une ongruene p.r. à f si R est une équivalene ompatibleave f , 'est à dire, si a1 R b1 . . . an R bn impliquef (a1, . . . , an) R f (b1 . . . bn).Exerie : Montrer que ∼= {(x , y) | 3 est diviseur de x − y} est uneongruene par rapport à + et à ∗.
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Classes d'équivalene
La lasse d'équivalene de a ∈ A par rapport à une équivalene R estl'ensemble [a]R = {b ∈ A | aRb}.
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Composition de relationsDé�nition : Si R ⊆ A× B et S ⊆ B × C, alors la omposition de S ave

R est une relation dans A× C t.q.

S ◦ R = {(x , y) ∈ A× C | ∃z ∈ B (x , z) ∈ R et (z , y ) ∈ S}.Dé�nition : Soit R ⊆ A×A. On note Rn la n-omposition de R aveelle même dé�nie par réurrene omme suit :

R0 = {(a, a) | a ∈ A}
Rn+1 = Rn ◦ R = R ◦Rn = R ◦ . . . ◦ R

︸ ︷︷ ︸n+1 foisExemple : Soit A = {Paris, Lyon,Toulouse} etR = {(Paris, Lyon), (Paris,Toulouse), (Lyon,Paris), (Toulouse,Paris)},R2 = {(Paris,Paris), (Lyon, Lyon), (Toulouse,Toulouse),
(Lyon,Toulouse), (Toulouse, Lyon)},Caluler R3.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 14 / 67Les l�turesDé�nition : La l�ture transitive d'une relation R est donnée par

R+ =

∞⋃n=1RnLa l�ture ré�exive et transitive d'une relation R est donnée par

R∗ =

∞⋃n=0Rn = R+ ∪R0Exemple : Dans l'exemple d'avant, R∗ = A× A.
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FontionsDé�nition : Une fontion f entre deux ensembles A et B, notéef : A → B, est une relation sur A×B t.q. pour tout x , y , z si (x , y) ∈ f et

(x , z) ∈ f , alors y = z .Notation : On érit f (x) pour dénoter l'unique élément y t.q. (x , y) ∈ fet f (C) = {y ∈ B | ∃x ∈ C, f (x) = y}.On note idA la fontion identité sur A donnée par idA(x) = x .Dé�nition : Soit f : A → B une fontion.Le domaine de f est Dom(f ) = {x ∈ A | ∃y ∈ B, (x , y) ∈ f }L'image de f est Im(f ) = {y ∈ B | ∃x ∈ A, (x , y) ∈ f }L'inverse (pas toujours une fontion) de f estf −1 = {(y , x) ∈ B ×A | (x , y) ∈ f }Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 16 / 67



Composition de fontionsDé�nition :La omposition de f : B → C ave g : A → B est la fontionf ◦ g : A → C, où f ◦ g(x) = f (g(x)).Exemple : f (x) = x2, g(x) = x + 4, f ◦ g(x) = (x + 4)2,g ◦ f (x) = x2 + 4.La n-omposition de f ave elle-même , notée f n, est dé�ni parréurrene sur n :
◮ Si n = 0, alors f 0 = id
◮ Si n > 0, alors f n = f ◦ f n−1Exemple : f (x) = x + 2, f 0(x) = x , f 1(x) = x + 2, f 2(x) = x + 4,f 3(x) = x + 6, . . . , f n(x) = x + 2.n.Exerie : Soit n > 0. Montrer que f n = f n−1 ◦ f .Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 17 / 67

Propriétés des fontionsDé�nition : Une fontion f : A → B est injetive ssi pour tout x , y ∈ A,f (x) = f (y) implique x = y .Exemple : f (x) = x + 2 sur les entiers est injetive. f (x) = x \ {3} sur lesensembles d'entiers n'est pas injetive. Ainsi f ({2, 3, 4}) = f ({2, 4}) mais

{2, 3, 4} 6= {2, 4}.Dé�nition : Une fontion f : A → B est surjetive ssi pour tout y ∈ B ilexiste x ∈ A tel que f (x) = y .Exemple : f (x) = x div 2 sur les entiers naturels est surjetive.f (x) = x + 2 sur les entiers naturels n'est pas surjetive.Dé�nition : Une fontion est bijetive ssi elle est injetive et surjetive.Exemple : Soit A l'ensemble de mots de longueur 3 ontenant uniquement0 et 1. Soit B = {0 . . . 7}. Soit f (”b2b1b0”) = b2.22 + b1.21 + b0.20.Cette fontion est injetive et surjetive, don bijetive.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 18 / 67Préordres, ordresDé�nition :Un préordre est une relation ré�exive et transitive.Exemple : R = {(2, 2), (3, 3), (4, 4), (3, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}.Un ordre ou ordre partiel est une relation ré�exive, anti-symétrique ettransitive.Notation : ≥Exemple : R n'est pas un ordre ar (3, 2), (2, 3) mais 2 6= 3.

S = {(2, 2), (3, 3), (4, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)} est un ordre.
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Ordre striteDé�nition : Un ordre strit est une relation irré�exive et transitive.Notation : >Exemple : > sur les entiers, ⊃ sur les ensembles.Dé�nition : Un ordre strit est bien fondé ssi il n'existe auune haînein�nie déroissante (i.e., de la forme a0 > a1 > a2 > . . .).Exemple : > sur les entiers naturels est bien fondé. > sur tous les entiersn'est pas bien fondé. ⊃ sur les ensembles est bien fondé.
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Majorants/minorants et bornes supérieures/inférieuresSoit E un ensemble muni d'un ordre ≤. Soit A ⊆ E .Dé�nition :Un majorant de A est un x ∈ E t.q. pour tout y ∈ A, y ≤ x .Un minorant de A est un x ∈ E t.q. pour tout y ∈ A, x ≤ y .La borne supérieure de A, notée sup(A), est le plus petit des majorants de

A (si z est un majorant de A alors sup(A) ≤ z).La borne inférieure de A, notée inf (A), est le plus grand des minorants de

A (si z est un minorant de A alors z ≤ inf (A)).Exemple : Soit A = {1, . . . , 10}. Tous les entiers dans {10, . . .} sont desmajorants de A et 10 est la borne supérieure.Exemple : Si a ≤  , a ≤ d , b ≤  , b ≤ d , alors a et b sont des minorants,mais omme ils sont inomparables il n'y a pas de borne inférieure.Exemple : Si Ei sont des ensembles dans P(E), alors le sup est ⋃i Ei et leinf est ⋂i Ei .Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 21 / 67
Dé�nitions Indutives et preuves par indution
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Syntaxe onreteSyntaxe abstraiteRègles de typageRègles d'évaluation
Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 23 / 67

Le prinipeUne dé�nition indutive est araterisée par :Une ou plusieures assertionsUn ensemble de règles d'inférene pour dériver es assertionsExemple :Assertion : "X est naturel" ou "X nat"Règles d'inférene :R1: 0 est naturelR2: Si n est naturel, alors su(n) est naturel.
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NotationLes règles d'inférene sont notéesHypothèse1 . . . Hypothèsen
(Nom de la règle)ConlusionConlusion est une assertionHypothèse1 . . . Hypothèsen sont des assertionsEn général n ≥ 0. Si n = 0 la règle est un axiomePeter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 25 / 67

Exemple (règle unaire)
Les entiers naturels

(Nat0)0 est naturel n est naturel

(Nat+)su(n) est naturel

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 26 / 67Exemple (règle binaire)Les arbres binaires (Abin-nil)vide est un arbre binaireA1 est un arbre binaire A2 est un arbre binaire (Abin-ind)node(A1,A2) est un arbre binaire
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Exemple

Les mots sur un alphabet A
ǫ mot a ∈ A n mota.n mot
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Exemple (plusieurs axiomes, règles unaires et binaires)Les expressions de la logique propositionnelle sur l'alphabet Ap ∈ Ap exprA1 expr A2 exprA1 ∨ A2 expr A1 expr A2 exprA1 ∧ A2 exprA1 expr A2 exprA1 → A2 expr A expr
¬A exprPeter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 29 / 67

Exemple (plusieures assertions)

Les forêts de type Tavide ∈ arbre T fvide ∈ foret Tt ∈ T f ∈ foret Tnode(t, f ) ∈ arbre T A ∈ arbre T f ∈ foret Tadd(A, f ) ∈ foret T

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 30 / 67Dérivation d'une assertionUne assertion A est dérivable ssiA est un axiomeAou il y a une règle de la formeA1 · · · AnAtelle que A1, . . . ,An sont dérivables
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Dérivation d'une assertionExerie :Montrer que su(su(0)) nat est dérivable.Donner le terme qui dénote la forêt suivante et montrer omment laonstruire ave les règles préédentes:avide 3 6/ \ / | \44 6 6 7 8| | / | \avide avide avide 5 avide/ \avide avidePeter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 32 / 67



Ensemble indutif
Un ensemble indutif est le plus petit ensemble engendré par un système derègles d'inférene.
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Preuves par Indution
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Indution sur les entiers

◮ Indution mathématique

◮ Indution omplète

◮ ÉquivaleneIndution bien fondéeIndution struturelleIndution sur un ensemble indutif
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Indution sur les entiers I (indution mathématique)

Théorème : Soit P une propriété sur les entiers. Supposons(IM1) P(0),(IM2) ∀n ∈ IN.P(n) → P(n + 1),alors ∀n ∈ IN.P(n)
Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 36 / 67



Exemples
1) n∑i=1 i =

n ∗ (n + 1)2 2) n2 =

n∑i=1(2i − 1)Mais omment prouver1 �Tout entier est déomposable en produit de nombres premiers�2 �Si n est divisible par 3, alors �b(n) est pair, sinon �b(n) est impair�.
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Indution sur les entiers II (indution omplète)

Théorème : Soit P une propriété sur les entiers. Supposons

(IC ) ∀n ∈ IN. ((∀k < n → P(k)) → P(n))alors ∀n ∈ IN.P(n)

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 38 / 67Équivalene des deux prinipes

Malgré l'apparente supériorité du deuxième prinipe, on prouveThéorème : Indution mathématique et omplète sont équivalentes.
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Un théorème fondamentalThéorème : Tous les français sont d'aord ave le Président de laRépublique.Preuve : On montre, par indution sur le nombre de français, que toutgroupe de n personnes ontenant le Président est d'aord ave lui.Cas de base: il y a seulement le Président, trivial.Cas indutif: on suppose l'enoné vrai pour tout groupe de n personnes, eton le prouve pour tout groupe de n + 1.Numérotons de 1 à n + 1 les personnes en question, de façon que lePrésident soit le numéro n, et onsidérons le groupe A des premières n et legroupe B des dernières n personnes.Les deux groupes ontiennent le Président et sont de taille n < n + 1. Onpeut don appliquer l'hypothèse d'indution et en déduire qu'ils sont tousd'aord ave le Président (qui est dans les deux), e qui nous permet deonlure. vrai ou faux?Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 40 / 67



Prinipe d'indution bien fondée

Un ensemble A, un ordre strit > et une propriété P sur APrinipe d'indution :Si 1 �pour tout élément minimal y ∈ A on a P(y)�2 �le fait que P(z) soit véri�ée pour tout élément z<x implique P(x)�alors�pour tout x ∈ A on a P(x)�
Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 41 / 67

Ce prinipe est-il toujours bien dé�ni?Soit > un ordre strit.Théorème :Si > est bien fondé, alors le prinipe d'indution est orret.Théorème :Si le prinipe d'indution est orret, alors > est bien fondé.Corollaire : Le prinipe d'indution est orret pour les ensemblesindutifs.Corollaire : Le prinipe d'indution struturelle est orret.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 42 / 67Exemples
Les mots :P(m) est la propriété :onat(onat(m, v1), v2),= onat(m, onat(v1, v2))Les arbres binaires :P(a) est la propriété : feuilles(a) = noeuds_internes(a) + 1
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Indution sur quelques ordres bien fondés

Ordre lexiographiqueOrdre multi-ensembleCombinaisons
Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 44 / 67



Ordres lexiographiquesSoit >Ai un ordre strit sur l'ensemble Ai .Ordre lexiographique sur le produit de 2 ensembles:

(x , y) >lex (x ′, y ′) ssi (x >A1 x ′) ou (x = x ′ et y >A2 y ′)Exemple :
(4, ”ab”) >lex (3, ”ab”) >lex (2, ”abde”) >lex (2, ”bde”) >lex
(2, ”e”) >lex (1, ”e”) >lex (0, ǫ)
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Ordre lexiographique sur le produit de n ensemblesSi haque >Ai est un ordre strit sur l'ensemble Ai , alors >lex est un ordrestrit qui permet de omparer deux n-uplets de la manière suivante:

(x1, . . . , xn)>lex(x ′1, . . . , x ′n) ssi ∃1 ≤ j ≤ n

(xj >Aj x ′j and ∀1 ≤ i < j xi = x ′i )Théorème : Si haque >Ai est un ordre strit bien fondé sur Ai , alorsl'ordre lexiographique >lex sur le produit de A1 × . . . ×An est un ordrestrit bien fondé sur A1 × . . . ×An.Avertissement : >lex n'est pas l'ordre du ditionaire!!Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 46 / 67Exemple : la fontion d'Akermann

Montrer par indution que la fontion suivante termine.Akermann(0,n) = n+1Akermann(m+1,0) = Akermann(m,1)Akermann(m+1,n+1) = Akermann(m,Akermann(m+1,n))Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 47 / 67
Les multi-ensembles

Dé�nition : Soit A un ensemble. Un multi-ensemble de base A est unefontion M : A → IN. Le multi-ensemble M est �ni si M(x) > 0seulement pour un nombre �ni d'éléments de A.Notation : {{a, a, b}}.
Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 48 / 67



Ordres multi-ensemblesDé�nition : M >mul N ssi N s'obtient à partir de M en appliquant larègle suivante un nombre �ni de fois : enlever un élément x de M et leremplaer par un nombre �ni d'éléments plus petits que x (par rapport àl'ordre >).Notation : {{5, 3, 1, 1}}Exemple : {{5, 3, 1, 1}} ≻mul {{4, 3, 3, 1}}.Car {{5, 3, 1, 1}} ≻mul {{4, 3, 3, 1, 1}} ≻mul {{4, 3, 3, 1}}Théorème : Si >A est un ordre strit bien fondé sur A, alors >mul est unordre strit bien fondé sur les multi-ensembles de base A.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 49 / 67
ExempleUn homme possède une somme d'argent en euros. Chaque jour il proèdede la façon suivante:soit il jette une pièe de monnaie dans une fontaine,ou bien il hange l'un de ses billets à la banque par un nombrearbitraire de pièes de monnaie de valeur quelonque.Montrer que e proessus termine, 'est à dire, que dans un temps �nil'homme est ruiné.
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Le alul propositionnel
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Logique Propositionnelle

SyntaxeSémantiqueDé�nissabilitéSystèmes de preuves
◮ Systèmes de preuves sémantiques (tables de vérité)

◮ Systèmes de preuves syntaxiques
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Syntaxe de la logique propositionnelleSoit R en ensemble dénombrable de lettres dites propositionnelles.Dé�nition : L'ensemble de formules de la logique propositionnelle est leplus petit ensemble ontenant R et fermé par les opérations binaires ∨, ∧,

→ et l'opération unaire ¬.Exemple : ¬(p) ∨(p, p) → (∧(p, q),¬(r))Autre notation : ¬p p ∨ p (p ∧ q) → ¬rNotation : On érira # pour ∨, ∧ ou →.Remarque : C'est un ensemble indutif, don on pourra appliquer leprinipe d'indution.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 53 / 67

SF(A) : sous-formules d'une formule A

Si A est une lettre p, SF(A) = {p}.Si A est ¬B , SF(A) = {¬B} ∪ SF(B).Si A est B#C , SF(A) = {B#C} ∪ SF(B) ∪ SF(C ).

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 54 / 67Sémantique de la logique propositionnelle

Étant donnée une valeur de l'ensemble BOOL = {V,F} pour haque lettrepropositionnelle, on veut établir la valeur d'une formule propositionnelle A.Fixer une interprétation I : R → BOOL qui donne V ou F à haquelettre propositionnelle.Dé�nir la fontion booléenne unaire FB¬ : BOOL→ BOOL et lesfontions booléennes binaires FB∨,FB∧,FB→ : BOOL2 → BOOL.Construire la valeur de vérité de la formule A.
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La fontion booléenne unaire

FB¬(V) = F

FB¬(F) = V
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Les fontions booléennes binaires
FB∨(V,V) = V
FB∨(V,F) = V
FB∨(F,V) = V
FB∨(F,F) = F FB∧(V,V) = V

FB∧(V,F) = F

FB∧(F,V) = F

FB∧(F,F) = F
FB→(V,V) = V
FB→(V,F) = F
FB→(F,V) = V
FB→(F,F) = V
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Valeur de vérité d'une formule A par rapport à uneinterprétation ISi A est une lettre p, [A]I = I (p).Si A est ¬B , [A]I = FB¬([B ]I ).Si A est B#C , [A]I = FB#([B ]I , [C ]I ).Exerie : Soit I l'inteprétation I (p) = V, I (q) = F. Caluler la valeur devérité de la formule (p ∨ q) → ¬(q ∧ q) par rapport à I .

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 58 / 67Tables de véritéÀ quoi ça sert? Méthode pour raisonner sur les modèles de formulespropositionnelles.Comment ça marhe? Soit A une formule ayant omme lettrespropositionnelles l'ensemble {p1, . . . , pn} et dont l'ensemble desous-formules est {A1, . . . ,Ak}.1 Construire une table où haque olonne est étiquetée par une lettre piou bien par une sous-formule Aj .2 Pour haque ligne m de la table :1 Donner une interprétation Im aux lettres p1, . . . , pn.2 Caluler les valeurs [A1]Im , . . . , [Ak ]Im
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Satisfaire et falsi�er une formule

Soit I une inteprétation, A une formule et ∆ un ensemble de formules.Dé�nition :I satisfait une formule A si [A]I = VI falsi�e une formule A si [A]I = F.I satisfait un ensemble de formules ∆ si I satisfait toute formule de ∆.I falsi�e un ensemble de formules ∆ ssi il existe au moins une formule Adans ∆ telle que [A]I = F.
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Formules satisfaisables, ontraditoires, validesDé�nition : Une formule A est satisfaisable s'il existe au moins uneinterprétation I qui satisfait A. Un ensemble de formules ∆ est satisfaisables'il existe au moins une interprétation I telle que I satisfait ∆, 'est à dires'il existe au moins une interprétation I telle que I satisfait toutes lesformules de ∆ en même temps.Dé�nition : Une formule A est ontraditoire ou insatisfaisable si elle n'estpas satisfaisable, 'est à dire s'il n'existe pas d'interprétation I qui satisfaitA (si toute interprétation falsi�e A).Un ensemble de formules ∆ est ontraditoire ou insatisfaisable si il n'estpas satisfaisable (s'il n'existe pas d'interprétation qui satisfait toutes lesformules de ∆ en même temps).Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 61 / 67
Conséquene logique et validité

Dé�nition : Une formule A est valide si toute interprétation satisfait A.Un ensemble de formules ∆ est valide si toute formule de ∆ est valide.Dé�nition : Une formule A est onséquene logique d'un ensemble deformules ∆, noté ∆ |= A, si toute interprétation qui satisfait ∆ satisfaitaussi A.
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Si la olonne étiquetée par la formule A (qui est une sous-formule deA) ne ontient que de V, alors A est valide.Si la olonne de la formule A ne ontient que de F, alors A estontraditoire.Sinon, l'interprétation qui rends V la olonne de la formule A satisfaitA et l'interprétation qui rends F la olonne de la formule A falsi�e A.
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Équivalene logique

Dé�nition : Deux formules A et B sont e�quivalentes, noté A ≡ B , ssi

{A} |= B et {B} |= A.
Remarque : A ≡ B ssi (A → B) ∧ (B → A) est valide.
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Enore quelques exemples(Assoiativité) (A ∨ B) ∨ C ≡ A ∨ (B ∨ C )
(A ∧ B) ∧ C ≡ A ∧ (B ∧ C )(Commutativité) A ∨ B ≡ B ∨ AA ∧ B ≡ B ∧ A(Idempotene) A ∨ A ≡ AA ∧ A ≡ A(Lois de De Morgan) ¬(A ∧ B) ≡ ¬A ∨ ¬B
¬(A ∨ B) ≡ ¬A ∧ ¬B(Distributivité) A ∨ (B ∧ C ) ≡ (A ∨ B) ∧ (A ∨ C )A ∧ (B ∨ C ) ≡ (A ∧ B) ∨ (A ∧ C )(Loi de la double négation) ¬¬A ≡ A(Dé�nissabilité de →) A → B ≡ ¬A ∨ BPeter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 65 / 67

Remarques1 {E1, . . . ,En} |= A ssi la formule E1 ∧ . . . ∧ En → A est valide pourn ≥ 1.2 L'ensemble vide est satisfaisable.3 Toute formule valide est onséquene logique d'un ensemblequelonque de formules, en partiulier de l'ensemble vide.4 ∅ |= A ssi la formule A est valide.5 Si ∆ est satisfaisable et Γ ⊆ ∆, alors Γ est satisfaisable.6 L'ensemble de toutes les formules est ontraditoire.7 Si ∆ est satisfaisable, alors ∆ est �niment satisfaisable.8 Si Γ est ontraditoire et Γ ⊆ ∆, alors ∆ est ontraditoire.9 Toute formule est onséquene logique d'un ensemble insatisfaisablede formules.10 A est valide ssi ¬A est insatisfaisable.11 ∆ |= A ssi ∆ ∪ {¬A} est insatisfaisable.Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 26 janvier 2011 66 / 67Théorème de ompaité
Théorème : Un ensemble de formules ∆ est satisfaisable ssi toutsous-ensemble �ni de ∆ est satisfaisable.
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