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Cartes unicellulaires (= “cartes a une face” )

e Soit 2n-gone enraciné. On recolle les arétes par paires pour former une surface
orientable.
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e On obtient un graphe a n arétes dessiné sur la surface. Le nombre d'anses de
la surface (=genre) est donné combinatoirement par la formule d'Euler :
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e On obtient un graphe a n arétes dessiné sur la surface. Le nombre d’anses de
la surface (=genre) est donné combinatoirement par la formule d'Euler :

#sommets =n + 1 — 2¢g

e Le nombre de cartes unicellulaires de taille n est (2n — 1)!!

e Eti si on fixe le genre ? Par exemple, sur la sphére

(genre 0), cartes unicellulaires = arbres plans...
T donc Cat(n) = —— (" -
en a donc Cat(n) = .
Y n+1\n




Cartes a une face : énumération!

e Soit €,(n) le nombre de cartes une face a n arétes et de genre g.

e Ces nombres sont-ils intéressants ? Oui !
eo(n) = Cat(n)
e1(n) = (”H){”Q(n_l)Cat(n)

e2(n) = (n+1)n(n—1)(?423)(71—3)(5”—2) Cat(n)

e Ce sont aussi des coefficients de connexion dans |'algebre de groupe C[G,,]
(tous les nombres de cartes le sont, plus ou moins - mais ce n'est pas vraiment
le sujet ici).

... ou le nombre de graphes rubans a un seul bord...

... ou les nombres qui apparaissent dans le développement en N de ETr(MQ”)
ou M ~ GUE(N)



Cartes a une face : énumération!

e Soit €,(n) le nombre de cartes une face a n arétes et de genre g.

e Ces nombres sont-ils intéressants ? Oui !
eo(n) = Cat(n)
e1(n) = (n+1)n(n_1)Cat(n)

e2(n) = (nt+1)n(n— 1)(1%443)(71 3)(5n—2) ~ at(n)

e Ce sont aussi des coefficients de connexion dans |'algebre de groupe C[G,,]
(tous les nombres de cartes le sont, plus ou moins - mais ce n'est pas vraiment
le sujet ici).

.. ou le nombre de graphes rubans a un seul bord...

.. ou les nombres qui apparaissent dans le développement en N de ETr(M>")

ou M ~ GUE(N)
(ETr (M) = 3" N"F1=29¢,(n) )
g=>0



Cartes a une face : quelques formules choisies (1)

[Lehman-Walsh 72]

(n+1—29)20(y)+1
€g(n) = Z 25 T mil(2i + 1) Cat(n)

pas de bijection !

g

[Harer-Zagier 86]

(forme somme) Z eg(n)yn+1_29 = (2n— 1! Z 2 (Z 7_1 1) (f)

g=>0 1>1
jolie bijection [Bernardil0] apres [Lass 01, Goulden Nica 05]

[Harer-Zagier 86] (forme récurrence)

(n+1)eg(n) =2(2n—1)eg(n — 1)+ (n—1)(2n—1)(2n—3)ey—1(n — 2)

pas de bijection !

... et plein d"autres encore ! [Jackson 88, Goulden-Jackson 92, Goupil-Schaeffer 98, Schaeffer-Vassilieva
08, Morales-Vassilieva 09, Ch. 09, Bernardi-Ch. 10, ...|.



Cartes a une face : quelques formules choisies (I1)

|Goupil-Schaeffer 98]  pour A\ - 2n (degrés des sommets)

: (l+29_1)! 1 A — 1 pas de
Cg (77/, )\) = 5291 H,L ] Z H 27 + 1 bijection !
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Cartes a une face : quelques formules choisies (1)

|Goupil-Schaeffer 98]  pour X\ - 2n (degrés des sommets)

: (l+29_1)! 1 A — 1 pas de
Cg (77/7 )\) = 5291 HZ ] Z H 27 + 1 bijection !

Dy .
YitY2ttVI=g b i

|Goupil-Schaeffer 98]  Cartes biparties. Pour
u = n (sommets blancs)

pas de
Bg (n§ ,,LL) — 229 Z sz (:u) bijection !

. 1 - 1 A — 1
ol Py(N) = 1 > (m+292—1)!H2%+1< )

! 2
¥yt tym=g r=1 T




Notre résultat, en bref

e Une C-permutation : - tous les cycles ont longueur impaire
- chaque cycle porte un signe dans {+, —}

4
1‘\10 3 @ / \7W - son genre est g := ZZ ki ou (2k; + 1) sont
k._(; ) SR% 2\_'_ 9 les longueurs de cycles
A

genre 1 +0+0+2=3 : #cycles= |S| — 2g
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e Théoreme [C., Féray, Fusy]

Il y a une 2" 1_to-1-jection entre cartes a une face de taille n et arbres C-décorés
a n aréetes. Elle préserve le genre, et le graphe sous-jacent.
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e Théoreme [C., Féray, Fusy]

Il y a une 2" 1_to-1-jection entre cartes a une face de taille n et arbres C-décorés

a n aréetes. Elle préserve le genre, et le graphe sous-jacent.
Toutes les formules se déduisent de ce théoreme de maniere bijective.



Une bijection déja vue au temps du séminaire cartes (1)

Soit Sg(k) (n) = cartes a une face, genre g, n arétes, k sommets marqués.
e Théoreme [Ch.09] Il existe une 2g-to-1-jection explicite qui réalise :
3 5 2941
29 Eg(n) = £ (n) + £V, (n) + -+ + 777 (n)
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recolle ensemble en préservant la condition “un seul bord”
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Une bijection déja vue au temps du séminaire cartes (1)

Soit Sg(k)(n) — cartes a une face, genre g, n arétes, k sommets marqués.
e Théoreme [Ch.09] Il existe une 2g-to-1-jection explicite qui réalise :
29 Eg(n) = £ (n) + £V, (n) + -+ + 777 (n)
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, enre 3
genre 1, 5 sommets marqués &

- le genre augmente de k (formule d'Euler )



Une bijection déja vue au temps du séminaire cartes (1)

Soit Sg(k) (n) = cartes a une face, genre g, n arétes, k sommets marqués.
e Théoreme [Ch.09] Il existe une 2g-to-1-jection explicite qui réalise :
3 5 2941
29 Eg(n) = £ (n) + £V, (n) + -+ + 777 (n)



Une bijection déja vue au temps du séminaire cartes (1)

Soit Sg(k) (n) = cartes a une face, genre g, n arétes, k sommets marqués.
e Théoreme [Ch.09] Il existe une 2g-to-1-jection explicite qui réalise :
3 5 2941
29 Eg(n) = £ (n) + £V, (n) + -+ + 777 (n)

e Corollaire : €,(n) = P,;(n) x Cat(n) ou le polyndbme P, est défini
récursivement :

29 - P,(n) = (”“;)_29)139_1(71) + <n+55_2g)Pg_2(n) TR (;;J;DPO(n)

...mais maintenant on sait en dire plus!



Les ('-permutations donnent la solution de la récurrence!

e Fait : Les C-permutations satisfont la méme récurrence que les cartes a une
face

29 Cy(n) = C\V () + €y (n) + - + €5 (n)

ou Cg(,k)(n) — (C-permutations, taille n, genre g, k cycles marqués.
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2. certains peuvent avoir longueur paire...
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L’énumération des arbres (-décorés est triviale

e Théoreme [C., Féray, Fusy]
Le nombre de cartes a une face de genre g a n arétes satisfait :
2" tle (n) = Cy(n + 1)Cat(n)

ol C,(n+ 1) est le nombre de C-permutations de genre g sur n + 1 éléments.
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e Théoreme [C., Féray, Fusy]
Le nombre de cartes a une face de genre g a n arétes satisfait :
2" tle (n) = Cy(n + 1)Cat(n)

ol C,(n+ 1) est le nombre de C-permutations de genre g sur n + 1 éléments.

e mais Cy(n + 1) = nombres simples !
Co(n + 1) = 20+l @& (1 cycles)
- (TL 1+ 1) _ ("H‘l)n(n 1) on—1 QQ Q Q Q (n — 1 cycles)

Oy(n+1) = (4'(”“) +40("51))2" 0 (soi O soi QQ

1—2
e engenéral : C (n+1) = Z (7]7;[+m '(229—)|—2€1<;r)nt1 A

somme sur le type cyclique de g

la C-permutation : (27; + 1) — / formule de Lehman et Walsh'!
longueurs de cycles



Conclusion

e C'est une série d'exercices rigolos de retrouver toutes les formules sur les cartes
a une face, bijectivement avec les arbres C'-décorés. Il faut juste connaitre ses
classiques (compter les permutations, les arbres...).

e Par exemple la formule de récurrence d'Harer-Zagier qui attend son explication
combinatoire depuis 1986...



Formule de récurrence d’Harer-Zagier (1986)

e Classique : pour g = 0, bijection de Rémy [Rémy 85]
(n+1)Cat(n) = 2x(2n—1)Cat(n—1)
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sommet marqué feuille. On I'efface contracte |'aréte la plus a gauche
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arbre C-décoré, n arétes, cas 1 : c'est un point fixe : cas 2 : le sommet est dans un (2k + 1)—cycle.
genre ¢, un sommet appliquer la bijection de Rémy Appliquer Rémy deux fois! (deux sommets
marqué (un sommet disparait) disparaissent, la longueur de cycle décroit de 2)
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Conclusion

e C'est une série d'exercices rigolos de retrouver toutes les formules sur les cartes
a une face, bijectivement avec les arbres C'-décorés. Il faut juste connaitre ses
classiques (compter les permutations, les arbres...).

e Par exemple les formules de Goupil-Schaeffer (avec tous les degrés)

e On obtient aussi une nouvelle expression des caractéres du groupe symétrique
grace aux expressions de V. Féray en termes de cartes a une face (utile?)

e Ensuite?

— constellations a une face? ([Poulalhon-Schaeffer 02, Bernardi-Morales 11,
Vassilieva 12])

(probléme : pas de version de la bijection déja vue au séminaire cartes)

— surfaces non-orientables ?

(probléme : la bijection déja vue ne marche qu'asymptotiquement)

— remplacer G,, par un groupe de Coxeter général.

(presque) tout reste a faire



Ouverture : groupes de réflexions (= de Coxeter)

e On peut voir &,, comme un sous groupede GL(V)ou V = {z1+xo+- - -+x,}

e C'est un sous-groupe fini de GL(V) engendré par des réflexions, les
transpositions (¢, 7) pour 1 < i < j < n. C'est un groupe de réflexions (réel)

e c=(1,2,...,n) est un élément trés spécial appelé élément de Coxeter.

On dit que &,, a rang N =n — 1 et nombre de Coxeter h = n (ordre de c)

e Théoreme [Deligne 1974] i . N'
172 - =Cy =
|W|

pour G,, : n™” 2 formule de Cayley pour les arbres !

e Théoréme [C.-Stump 2012]

¢ 1 | L
Z%#{TlTQ--.Tl — C} — W (GT}L —G_Th)
¢>0

“cartes a une face” de genre supérieur (version groupes de Coxeter)
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