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Systeme de numération

Systeme de numération de position

: nombre entier, réel ou complexe de
module > 1

. entiers, réels ou complexes




4 N\
Généralités
Mots

A alphabet de lettres (ou de chiffres)
= suite finie de lettres de A

uw=ai---a, avec a; dans A.
L’ensemble des mots finis est noté A*.
Le mot vide est noté e.

u et v dans A*, uv est la concaténation de u et v.

— suite infinie de lettres de A
w = ajas -+ avec a; dans A.
L’ensemble des mots infinis est noté AY.
Siw dans A* et w dans A", alors uw € A",

Mot W = UVVU - - = uv*

avec u et v dans A*.

Exemples: A ={0,...,9}
T = 3.141592653 - - -
3/7 = 0.428571428571 - - - = 0.(428571)*.
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/ Représentation des nombres \

Base 8 > 1 entier

Alphabet canonique A ={0,...,8 — 1}
F-représentation de N entier > 0: mot dy, - - - dg de
A* tel que

k
N=> dp
1=0

Unique si di, # 0 (dite canonique) et notée (V)3
fJ-représentation de o dans [0, 1]: mot infini
(Cl?i>7;21 de AN tel que

P S
i>1

Unique si ne se termine pas par (8 — 1)% (dite

canonique).

Algorithme glouton

To < &
pourt > 1
Ti < | Bri1]; i = {Bric1}
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Exemples
B=2et A={0,1}
— 1A*
Les représentations canoniques des entiers
A = AN
Tous les réels de [0, 1]
— 1A%
L’intervalle |0, 1]
— A*1¥
Nombre fini de 0 = écritures interdites
(impropres) des réels
- (170)«
Infinité de 0 = écritures canoniques des réels

. /
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Automate fini

A alphabet

= A=(Q,A FE,IF)
Q) fini =
ECQxAxQ = (fleches) étiquetées
par A
I = états
I = états
H C A* est par A si c’est 'ensemble des

étiquettes des chemins finis commencant dans un

état de I et finissant dans un état de F'.

X C AN est par A si c’est 'ensemble des
étiquettes des chemins infinis commencant dans
un état de I et passant infiniment souvent dans F
(comportement a la Biichi).

. /
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Exemple 1.

A={0,1}

Ens. des mots finis reconnu H; = 1A* = rep.
canoniques des entiers

Ens des mots infinis reconnu X; = 1A% =
'intervalle |0, 1]

-




/Exemple 2.

0, 1 1

H; = A*117
X3 = A*1¥ = écritures impropres des réels
Exemple 3.




Expressions rationnelles
Construites avec

— . lettres

— union
— produit
— * itération finie:
X*=A{uy-up|n>0, u; € X}
— w itération infinie:
XY ={uwug---|n>0, u; € X}
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Propriétés

Sur les mots finis il y a équivalence entre
automates finis et expressions rationnelles:

théoreme de Kleene.

Sur les mots infinis, il y a équivalence entre
automates finis de Biichi et expressions

rationnelles.

Les ensembles reconnus par automate fini sont

clos par
— opérations rationnelles
— opérations booléennes
— projections et substitutions

— morphismes inverses
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Déterminisme

Un automate fini est si

e un seul état initial

Opi>qetpi>q’ implique ¢ = ¢’.

Pour les mots finis, on peut toujours choisir un

automate déterministe.

Pas vrai pour les mots infinis reconnus par
automate de Bichi.
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Représentation des entiers

Fonctions de mots finis réalisables par

automate fini

A alphabet d’entrée, B alphabet de sortie.

Automate fini & 2 bandes = transducteur =
A=(Q,A* x B*,E, I, F) avec E et Q finis.

Relation de mots finis R C A* x B* est réalisée
par A si R est I’ensemble des étiquettes des
chemins finis commencant dans un état de I et se

terminant dans F

Fonction ¢ : A* — B* est réalisable par un
automate fini si son graphe est réalisé par

automate fini.

. /
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Exemple 4. L’automate qui efface les 0 en téte des

mots

0/e 0/0, 1/1

1/1

10
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Addition des entiers

Addition des entiers en base 2 (de droite a

gauche)
1 1 1 1
+ O 1 1 1
1 2 2 2
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/ Séquentialité

Un automate fini (gauche) est un
automate fini a deux bandes

A= (Q,Ax B* E,i,Q) tel que

e |la projection sur la bande d’entrée est un
automate fini déterministe

e tout état est terminal.

~

Un automate fini (gauche) est un

automate fini a deux bandes

A=(Q,Ax B* E,i,w) tel que

e |la projection sur la bande d’entrée est un
automate fini déterministe

e i] existe une fonction

w:Q — B*

Un couple (f,g) € A* x B* est reconnu par A s’il

existe un chemin

if/—g>q

tel que g = g¢'g" et w(q) = ¢"
Meéme notion droite: 'addition en base 2 est
Q)us—séquentielle droite.

/
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Conversion de chiffres

C' alphabet de chiffres (positifs ou négatifs)
contenant A = {0,... ,05 — 1}

Valeur numérique ng : C* — Z telle que
k i
ﬂ-ﬁ<ck T CO) — Zi:() Ciﬁ .

sur C
Vg . C* — A"
telle que ma(cr -+ co) = ma(an -~ ap).

Addition = conversion sur {0,... ,2(8 — 1)}
Soustraction = conversion sur
(~(8-1),....(8-1))

Multiplication par un entier m > 0 fixé =
conversion sur {0,... ,m(8 —1)}

-
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PROPOSITION 1 . La conversion sur C* est

sous-sequentielle droite pour tout C.

Q={scZ||s| <~}
Etat initial O
E:{scigsﬂs—l—c:ﬁs'—l—a}

w(s) = (s)g pour s € Q tel que mz(s) > 0.

Exemple 5. Soustraction en base 2

K =max{lc—a||ce Cac A}, y=K/( —1).

~
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4 N

PROPOSITION 2 . La division par un entier

positif fizé est sous-séquentielle gauche en base (3.

Exemple 6. Division par 3 en base 2

18
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REMARQUE 1 . L’addition en base B sur
{0,... .8 — 1} nest pas séquentielle.

En base 2 sur {0,1}
01"0* 4+ 0"10% = 10¥

01"0* + 0% = 01"0”

PROPOSITION 3 . En base B la multiplication

n’est pas calculable par automate fina.

Base 2, on montre que la fonction v qui envoie
(N)g sur (N?)s n’est pas calculable par automate

fini.
Ona (2" — 1) =17, et
P(17) = (22" =27t + 1), = 1771071,

. /
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PROPOSITION 4 .

La composée de fonctions

séquentielles est séquentielle.

~
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4 N

Complément a la base

Pour représenter les entiers
Sur n positions
SiO< N <2 —1,(N)g = (N)g

Si —2- <N <0, (N)ge =dp_y-dy € A* tel
que N = —8"+d,,_18" 14+ 4+ dy.

de (N)ge =dp_1---dp est > 0ssid,_1 < g

. La conversion entre la représentation d’un
entier sur un alphabet quelconque et sa
représentation en complément a la base est

sous-séquentielle droite.

. /
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/ Représentations redondantes \

Base (3, chiffres B ={m,... , M}, m < M dans Z,
n positions.

I=[mE= ME,

PROPOSITION 5 . Si |B| < (3, il y a des entiers
de I non représentables en base 3 sur n positions.
Si |B| = B tout entier de I a une B-représentation
Sur n positions, qui est unique.

Si |B| > B, tout entier de I a une
B-représentation sur n positions, qui n’est pas
nécessairement unique.

Quand |B| > 3, il y a redondance.
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/ Représentations d’Avizienis \

Base [, chiffres dans B = {a,... ,a} pour
représenter les entiers négatifs.

Redondance: |B| > 8+ 1 i.e. 2a > .

Signe: N = ma(dy - - - do) avec di, # 0 est du signe
de dy ssia < (3 — 1.

On prend /2 <a < — 1.
Exemple 7. =10, a =6, B={6,... ,6}
Redondance : 46 =1 54

Addition sans propagation de retenue :

0 2 5 4 6
+ 0 5 0 1 6
0 7 5 3 12
1 0 0 1
3 5 3 2
5

-
.
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12 — 2 11 — 1

1 1 1
10 — 0 9 — 1 8 —

1 1
T = 3 6 — 4

Méme chose pour les chiffres négatifs.

Marche pour 8 > 3 et 3/2 < a < — 1. On fait

les réécritures entre 2a et a (resp. —2a et —a).

Addition en temps constant en parallele.

24



/Pour B =2,B=1{1,0,1} ([Chow and

Robertson]).

2 — 0

Pour le chiffre 1 on utilise une

1 — 1

SInon rien.

Idem pour les chiffres négatifs.

si le chiffre a droite de 1 est > 0

\base B paire avec a = (3/2.

o 1 1 1 1
+ 0 0 1 1 1

o 1 2 2 2

1 1 1 1

0 1 0 0 O

1 0 1 1 O

Addition en temps constant en parallele.

Donne un algorithme similaire pour l'addition en

~

/
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Représentations a retenue conservée

(“Carry-Save”)

Représentations redondantes en base 2 avec
chiffres dans B = {0, 1,2}

Propriété L’addition en base 2 d’une
représentation sur B et d’une représentation sur
A= {0,1} avec résultat sur B peut se faire en

temps constant en parallele.

Utilisé pour les additions internes dans les

multiplications.

_ O | = =
o O |l= O ==
—_ O | = O O

26
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Automates finis en-ligne

Automate fini = automate (sous-)
séquentiel particulier:

e partie : pendant un temps ¢ (le délai)
on lit sans rien sortir

e partie . ensuite pour chaque lettre lue

on sort une lettre

27
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utomate en-ligne a délai 1 réalisant I'addition en
base b =3 sur B ={2,...,2}

0/0, 3/1, 3/1 1,2/0

3/2,0/1, 3/0 1/1,2/2,4/0

28
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Automate en-ligne a délai 2 réalisant ’addition en
base b =2 sur B = {1,0,1}

Partie transitoire

1/e

29



-

-

1/1

Partie synchro%/l\

1/1

p X g2t =dy+q

W(Q) = q192, € {O, ].} avec 7T2<q1q2> =q

/
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Représentations canoniques de Booth

Base 2, A ={0,1}, B ={1,0,1}.

Trouver une représentation sur B ayant un

nombre de chiffres non nuls.
Application a la multiplication

Recodage de droite a gauche: tout facteur de la
forme 017, avec n > 2, est transformé en 107711,

et les autres facteurs sont inchangés.

PROPOSITION 6 . Le codage canonique de Booth

est une fonction sous-séquentielle droite de A*
dans B*.
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Automates a latence bornée

Une fonction est a si la
différence de longueur entre les mots d’entrée et
de sortie est bornée.

Un automate est a s1 toutes ses
boucles ont des étiquettes dont ’entrée et la

sortie ont meme longueur.

THEOREME 1 . [Eilenberg - Schiitzenberger| Une
fonction a différence bornée réalisable par
automate fini est réalisable par un automate a

latence bornée.

Resynchronisation déterministe

PROPOSITION 7 . [Frougny - Sakarovitch] Soit ¢
une fonction réalisée par un automate a latence
bornée A. Si de plus A est (sous-) séquentiel,
alors on peut construire un automate en-ligne B

qui réalise .

. /
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4 N

Exemple 8. Automate fini en-ligne (droit) a délai
1 réalisant le codage de Booth.

Exemple 9. L’automate qui fait la conversion
base 4 — base 2 est séquentiel gauche mais pas a
latence bornée.

0/00, 1/01, 2/10, 3/11
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Représentation des réels

Fonctions de mots infinis réalisables par

automate fini

A alphabet d’entrée, B alphabet de sortie.

Automate fini & 2 bandes = transducteur =
A=(Q,A* x B*E, I, F) avec E et Q finis.

Relation de mots infinis R C AN x BY est réalisée
par A si R est I’ensemble des étiquettes des
chemins infinis commencant dans un état de I et
passant infiniment souvent dans F

(comportement a la Biichi).

Fonction ¢ : AY — B est réalisable par un
automate fini si son graphe est réalisé par

automate fini.

N.B. Pas de boucles terminales d’étiquette u/e ou

e/u

. /
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Redondance: pour 0 <a < 3 —2
a(B —1)* =5 (a+1)0”

PROPOSITION 8 . La fonction de normalisation
v AN — AY qui transforme les développements
impropres se terminant par (6 —1)¥ en

développements se terminant par 0¥ est calculable

par automate fini.
Base 8 = 2: u01¥ — ul0¥
0/0, 1/1 1/0

() o,

1/1 0/0

Q
. /
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Séquentialité

@ : AN — BY est séquentielle si elle est réalisée
par un automate fini A = (Q, A x B* E,1,Q)
déterministe sur la bande d’entrée.

La division par un entier positif fixé des réels

représentés en base 3 est séquentielle.

36



/ Continuité \

sur AN

0 SI U =

u,v) = '
p( ) 9— min{k|ur#vk } sinon

p est une distance ultramétrique, A" est compact.

PROPOSITION 9 . Toute fonction séquentielle

@ : AN — BY est uniformément continue.

Comme F' = (), le domaine est fermé, et il suffit

de montrer que ¢ est continue.

Pour tout m > 0 on peut trouver n > 0 et un mot

w de A* de longueur n tel que
( M p
avec |y| > m, car il n’y a pas de boucles d'image
vide dans A.
Soient © = wu' et v = wov’ dans AY: p(u,v) = 27"

o(u) et p(v) commencent par y, donc

wgp(u), p(v)) < 27™ et p est continue. /
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/ Continuité sur les réels

Base 3, alphabet canonique A ={0,...,5 — 1},
D O A un autre alphabet de chiffres positifs ou
négatifs.

en base [

ma((i)iz1) = Y @B

ms(AY) = [0,1]

PRrROPOSITION 10 . [Eilenberg| ms est une

fonction surjective uniformément continue.

L’algorithme glouton de représentation des réels

entraine la surjectivité.

Soit w5 : DM — 75(D) C R la valeur numérique

Soient u et v dans D" tels que p(u,v) = 27", alors

~

1>n 1>n

\01‘1 m(D) = max{|d| | d € D}.

_ 2 m(D
|7T5< |_|Zulﬁ Zvlﬁ |_ﬁn 1<é_>

/
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Soit J = Wﬁ(DN>.
v : DY — AM est consistante en base 3 s'il existe

xR : J — [0,1] telle que

DN X y AN

“l lm

J — [0,1]
XR

commute.

YR est la de x en base [3.

PROPOSITION 11 . 57 y est continue alors xp

est continue.

39



/ Automates finis en-ligne sur les réels \

Comme sur les entiers, mais chemins infinis.

Meéme résultats pour 'addition, etc.

PROPOSITION 12 . Toute fonction affine a
ceefficients rationnels est réalisable par automate
fini en-ligne en base B sur B =1{a,... ,a}, avec
B/2<a< -1,

Réciproquement, soit D = {d,... ,d} avec d > a,
I =[-a/(B—-1),a/(B—1)],
J=[=d/(8—-1),d/(B—1)].

THEOREME 2 . [J.-M. Muller] Soit

DY —~— BN

”l lm

J ——F 1
XR

tel que x est réalisée par un automate fini
. . L. ” .
en-ligne. St la dérwée seconde xp est continue par
. \ ”
morceauz, alors dans chaque intervalle ot xp est

\contz’nue, YRr est affine a ceefficients rationnels. /
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Exemple 10. La fonction tente f:[—1,1] — [0, 1]

l—2 s10< <1

142 s1—-1<2x<0
1

flz) =

—1 0 1

En base 2 avec chiffres dans {1,0,1}

41



Représentation des nombres
complexes

Base entiere, chiffres complexes

Base 2, chiffres
C ={0,1}+i{0,1} ={0,1,7,1 + i}.

Si on écrit
_0 71 _1 ;_0 S|
O0=g, 1=3p, =7, 1+1=4
pour toute représentation la ligne du haut

représente la partie réelle et celle du bas la partie

Imaginaire.

z=3+2i=(1+14)2+ 1 est représenté par

. /
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Base complexe, chiffres entiers

Base , avec b entier > 2, chiffres
A={0,---,b—1} Knuth
Tout complexe est représentable.

Si b = c?, tout entier de Gauss a une

représentation unique de la forme dy, - - - do.d_;.

Exemple 6 =21, A={0,--- ,3}, 2 =441 est
représenté par 10310.2.

PROPOSITION 13 .  Sur A ['addition en base
0 = 1Vb est sous-séquentielle droite.

Sur B=A{a,---,a} avec b/2 < a <b—1},
['addition est réalisable en temps constant en

parallele, et calculable par automate fini en-ligne.

[Nielsen et Muller, Frougny, Surarerks]

. /
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Base , avec b entier > 1, chiffres
A=10,---,b°} [Cas b = 1 Penney]

Tout complexe est représentable.

Tout entier de Gauss a une représentation unique
de la forme dj, ---dy € A*.

PROPOSITION 14 . [Safer| Sur A [’addition en

base 3 = —b + 1 est sous-séquentielle droite.
Cas . Bt = —4.
PrOPOSITION 15 . Sur B={a,--- ,a}, avec

a=1, 2 ou 3, l'addition en base —1 + 1 est
réalisable en temps constant en parallele, et

calculable par automate fini en-ligne.

[Herreros, Nielsen et Muller, Frougny, Surarerks]

. /
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