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Plan de l'expos�e1. Fonctions de mots in�nis r�ealisables parautomate �ni{ D�e�nitions{ Propri�et�es de fermeture2. Repr�esentation des r�eels{ Normalisation{ Addition3. S�equentialit�e et continuit�e{ Exemple de la division{ Continuit�e4. Automates �nis en-ligne{ Repr�esentations d'Avizienis{ Automates �nis en-ligne et fonctionsa�nes �a c��cients rationnels2
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Fonctions de mots in�nis r�ealisables parautomate �niA alphabet d'entr�ee, B alphabet de sortie.Automate �ni �a 2 bandes = transducteur =A = (Q;A� �B�; E; I; F ) avec E et Q �nis.Relation de mots in�nis R � AN �BN est r�ealis�eepar A si R est l'ensemble des �etiquettes deschemins in�nis commen�cant dans un �etat de I etpassant in�niment souvent dans F(comportement �a la B�uchi).Fonction ' : AN �! BN est r�ealisable par unautomate �ni si son graphe est r�ealis�e parautomate �ni.N.B. Pas de boucles terminales d'�etiquette u=" ou"=u 3
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Exemple 1. L'automate qui e�ace les 0 en têtedes mots.
0���- 1���k��� -1=1 /0=0, 1=1/0="
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Th�eor�eme 1 . [Gire] La compos�ee de deuxfonctions r�ealisables par automate �ni l'est aussi.L'inverse d'une fonction r�ealisable par automate�ni l'est aussi.Id�ee de la preuve pour la composition.Si p a=bc�! p0dans A et q b=def�! q0 c=xy�! q00dans B, alors dans B � A on aura(p; q) a=defxy�! (p0; q00)Même probl�eme pour les �etats terminaux quedans l'intersection: il faut utiliser un bool�een pourm�emoriser si un �etat �nal de A a �et�e vu.
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Repr�esentation des r�eelsBase b entier � 2.x r�eel de [0; 1[Algorithme gloutonr0  xpour i � 1, xi  bbri�1c, ri  fbri�1gNotation x = (�x1x2 � � � )bavec chi�res xi 2 A = f0; : : : ; b� 1g.Exercice. Montrer que les rationnels sontexactement les nombres ayant un d�eveloppementultimement p�eriodique en base b.
6



'

&

$

%

Redondance : pour 0 � a � b� 2a(b� 1)! =b (a+ 1)0!Proposition 1 . La fonction de normalisation� : AN �! AN qui transforme les d�eveloppementsimpropres se terminant par (b� 1)! end�eveloppements se terminant par 0! est calculablepar automate �ni.Base b = 2 : u01! ! u10!
���- ���k
���k

-0/1/ 0=071/1 /0/0, 1/1 /1/0
70/0 7
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AdditionAddition des entiers en base 2 (de droite �agauche) 0 1 1 1 1+ 0 0 1 1 10 1 2 2 21 0 1 1 0
1��� 0�������k~0/1} 2/0/1/0, 2/1 /0/0, 1/1
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Addition des r�eels en base 2 (de gauche �a droite)
0���- 1������k ~0/1} 2/0 /1/0, 2/1/0/0, 1/1

Cet automate est non-ambigu.Proposition 2 . Toute fonction r�ealisable parautomate �ni est r�ealisable par un automatenon-ambigu.
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S�equentialit�e' : AN �! BN est s�equentielle si elle est r�ealis�eepar un automate �ni A = (Q;A�B�; E; i;Q)d�eterministe sur la bande d'entr�ee.Exemple 2. Division par 3 en base 2
0���- 1��� 2���~1/0 ~0/0/0/0 /1/1} 1/1 } 0/1La division par un entier positif �x�e ests�equentielle en base b.Remarque 1 . L'addition en base 2 sur f0; 1gn'est pas s�equentielle.01n0! + 0n10! = 10!01n0! + 0! = 01n0!10
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Proposition 3 . La compos�ee de fonctionss�equentielles est s�equentielle.Exercice. Montrer que l'image par une fonctions�equentielle d'un mot ultimement p�eriodique estun mot ultimement p�eriodique.
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Continuit�eTh�eor�eme 2 . Toute fonction s�equentielle' : AN �! BN est uniform�ement continue.Comme F = Q, le domaine est ferm�e, et il su�tde montrer que ' est continue.Pour tout m > 0 on peut trouver n > 0 et un motw de A� de longueur n tel quei w=y�! pavec jyj � m, car il n'y a pas de boucles d'imagevide dans A.Soient u = wu0 et v = wv0 dans AN : d(u; v) = 2�n'(u) et '(v) commencent par y, doncd('(u); '(v)) � 2�m, et ' est continue.
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Continuit�e sur les r�eelsBase b, alphabet canonique A = f0; : : : ; b� 1g,D � A un autre alphabet de chi�res positifs oun�egatifs.Soit �b : DN �! �b(D) � R la valeur num�eriqueen base b �b((xi)i�1) =Xi�1 xib�i�b(AN) = [0; 1]Proposition 4 . [Eilenberg] �b est une fonctionsurjective uniform�ement continue.L'algorithme glouton de repr�esentation des r�eelsentrâ�ne la surjectivit�e.Soient u et v dans DN tels que d(u; v) = 2�n, alorsj�b(u)��b(v)j = jXi�n uib�i�Xi�n vib�ij � 2 m(D)bn�1(b� 1)o�u m(D) = maxfjdj j d 2 Dg.13
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Soit J = �b(DN).� : DN �! AN est consistante en base b s'il existe�R : J �! [0; 1] telle queDN �����! AN�b??y ??y�bJ ����!�R [0; 1]commute.�R est la r�ealisation r�eelle de � en base b.Proposition 5 . Si � est s�equentielle alors �Rest continue.Puisque � et �b sont continues, �b � �R l'est aussi.�b est surjective et continue, DN et J sontcompacts, donc �R est continue par un r�esultatstandard de topologie.
14
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Automates �nis en-ligneAutomate �ni en-ligne = automate s�equentielparticulier: pendant un temps � (le d�elai) on litsans rien sortir, puis ensuite pour chaque lettrelue on sort une lettre (utilis�es en arithm�etique desordinateurs).Exemple 3. Automate en ligne �a d�elai 1.
���6 ���k���k /0/0, 1/1/0/1, 1/0 -0="� 1="
15
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Automates �a d�elai born�eUn automate est �a d�elai born�e si toutes sesboucles ont des �etiquettes dont l'entr�ee et lasortie ont même longueur.R�esultat de synchronisationProposition 6 . Soit ' une fonction r�ealis�eepar un automate �a d�elai born�e A. Si de plus A ests�equentiel, alors on peut construire un automateen-ligne B qui r�ealise '.Exemple 4. L'automate qui fait la conversionbase 4 ! base 2 est s�equentiel mais pas �a d�elaiborn�e.
���-���k/0/00, 1/01, 2/10, 3/11
16
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Repr�esentations d'AvizienisBase b, chi�res dans B = f�a; : : : ; ag avecb=2 � a � b� 1.Exemple 5. b = 10, a = 6, B = f�6; : : : ; 6gRedondance : 46 =10 5�4Addition sans propagation de retenue :0 2 5 �4 6+ 0 5 0 1 60 7 5 �3 121 0 0 1�3 5 �3 21 �3 5 �2 2R�egles de r�e�ecriture:112 ! 2 111 ! 1110 ! 0 19 ! �1 18 ! �217 ! �3 16 ! �417
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Même chose pour les chi�res n�egatifs.Marche pour b � 3 et (b+ 1)=2 � a � b� 1. Onfait les r�e�ecritures entre 2a et a (resp. �2a et �a).Addition en temps constant en parall�ele.

18



'

&

$

%

Pour b = 2, B = f�1; 0; 1g ([Chow and Robertson]).R�egles de r�e�ecriture:12 ! 0Pour le chi�re 1 on utilise une fenêtre11 ! �1 si le chi�re �a droite de 1 est � 0sinon rien.Idem pour les chi�res n�egatifs.0 1 1 1 1+ 0 0 1 1 10 1 2 2 21 1 1 10 �1 0 0 01 0 1 1 0
19
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Automate en-ligne �a d�elai 1 r�ealisant l'addition enbase b = 3 sur B = f�2; : : : ; 2g
"���- 0��� 1���

�1���
-0=" /0/0, 3/1, �3=�1 /4=2, 1=1, �2=0

7�4=�2, 2/0, �1=�1
j4/1, 1/0, �2=�1Y 3=2, 0/1, �3=0

W2/1, �1=0, �4=�1 3�2=�2, 4/0, 1=�19 �1=1, 2=2, �4=0��3=�2, 0=�1, 3/0
p x=y�! q , bp+ x = by + q20
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Automate en-ligne �a d�elai 2 r�ealisant l'addition enbase b = 2 sur B = f�1; 0; 1g
"���- ��� 0���: : :

2���...-0=" -0="62=" 1���####>1="
�1���. . .�2���...

cccc~�1="?�2="
aaaai 0/0 CCCW2/1,�2=0/�1=0

) 1/1
et ensuite, pour p et q dans f�2; : : : ; 2g,�2 � x � 2 et �1 � y � 1p x=y�! q , bp+ x = b2y + q

21
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Proposition 7 . Toute fonction a�ne �ac��cients rationnels est r�ealisable par automate�ni en-ligne en base b sur B = f�a; : : : ; ag, avecb=2 � a � b� 1.R�eciproquement, soit D = f �d; : : : ; dg avec d � a,I = [�a=(b� 1); a=(b � 1)],J = [�d=(b� 1); d=(b� 1)].Th�eor�eme 3 . [J.-M. Muller] SoitDN �����! BN�b??y ??y�bJ ����!�R Itel que � est r�ealis�ee par un automate �nien-ligne. Si la d�eriv�ee seconde �"R est continue parmorceaux, alors dans chaque intervalle o�u �"R estcontinue, �R est a�ne �a c��cients rationnels.22
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Exemple 6. La fonction tente f : [�1; 1]! [0; 1]f(x) = 8<: 1� x si 0 � x � 11 + x si �1 � x � 0
0 1�1 1@@@@����En base 2 avec chi�res dans f�1; 0; 1g
���- ������ @@@R1/1���	�1=1 /0/1

7�1=1, 0/0, 1=�17�1=�1, 0/0, 1/1Exercice. Que calcule l'automate de l'exemple 3en base 2? 23
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