De la trajectoire de la boule dans un billard vide et sans trous

S. Bizien

1 Définitions géométriques des mots sturmiens

1.1 Le billard

Introduction au probleme Considérons une table de billard, sur laquelle il n’y a qu’une boule,
pas de trous, et pas de frottements (de sorte que la trajectoire de la boule sera infinie, et constituée
de segments).

Apres qu'un joueur a lancé la boule, codons sa trajectoire de la fagon suivante : notons 1 des que
la boule rebondit contre un grand c6té (la longueur), et 0 quand la boule rebondit contre un petit
coté (la largeur) (cf figure 1).

Nous obtenons ainsi un mot infini. C’est un mot sturmien.

Définition Un mot sturmien est mot infini représentant la trajectoire d’une boule de billard, c’est-
a-dire tel qu’il existe un trajet sur le billard (une suite de segments vérifiant les lois de la réflexion)
dont le mot est la description.

Remarques

— Une rapide observation nous permet de comprendre que ’ensemble des mots sturmiens ne
dépend pas des dimensions du billard choisi pour les définir : si ’on élargit deux cotés paralleles,
on obtiendra les mémes mots sturmiens. Il semblerait méme que seuls peu de parametres (parmi
tout ceux du probléme initial : dimension du billard, point de départ, angle de la trajectoire,
...) suffisent & décrire un mot sturmien. Identifier les parametres pertinents est 1'objet du
paragraphe suivant.

— Un tel mot a un comportement a peu pres prévisible : dans la plupart des cas, connaissant
les n premieres lettres du mot, on peut déduire la n + 1°. Par exemple, sur la figure 1, on a
Pintuition que 13°lettre sera forcément un 0. Cela sera montré plus loin.

Pour autant, de tels mots sont-ils périodiques, ou ultimement périodiques? Une autre vision
du probléeme nous permet de répondre a cette question.

1.2 Discrétisation de la droite

Considérations géométriques Il est clair que, s’il n’y avait pas les bords du billard, la trajectoire
de la boule serait une droite. Comme les rebonds ne font que “renverser” la trajectoire, on peut
considérer qu’on a la une droite du plan, en copiant et renversant le billard autant de fois que
nécessaire.

En identifiant le billard (et ses copies) aux pavés [n;n+ 1] x [m;m + 1] du plan, on obtient alors une
droite dont les intersections avec les axes d’abscisses (respectivement d’ordonnées) fixes sont codées
par des O (respectivement : des 1). Cela est représenté sur la figure 2.

Pour simplifier les calculs, nous supposerons dorénavant que les droites considérées n’atteignent pas
des coins, c’est-a-dire qu’elles n’intersectent pas simultanément deux droites de la forme y = n et
r = m ou n et m sont entiers. On pourrait se passer de cette condition, en prenant la convention
que de telles intersections sont codées par 01.

Nous pouvons alors introduire une nouvelle définition des mots sturmiens plus adaptée pour prouver
quelques propriétés de ces mots :

Seconde définition Soit o un réel positif, 3 réel compris strictement entre 0 et 1, D, g la droite
définie par Iéquation y = ax + 3. Soit (z,yn) € (R x N* UN* x R)N la suite des points d’intersec-
tion de D, g avec ’ensemble N? du plan, dans ’ordre des valeurs de x,, croissantes.
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Fi1G. 1 — La trajectoire d’une boule sur la table de billard : 001000100010...
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F1c. 2 — La droite discrétisée : 001000100010...

Le mot sturmien wq, g = (wp)n>1 est alors défini par :

1 sinon

{OsianN
Wy =

Remarques

Equivalence des définitions : D’apres les considérations précédentes, tout mot sturmien est de la
forme wq g : si la boule part de la position (zg,yo) du billard (assimilé au pavé [0;1] x [0;1])
avec 'angle 6 par rapport a l'horizontale, la trajectoire définie correspondra au mot défini
par : a = tan(f) et 8 = yo — tan(f)xo. On constate alors que deux parametres réels suffisent
a décrire un mot sturmien.

— Nous pouvons considérer les points de I’ensemble N? plutdt que des points de la droite, pour
approcher la droite : pour n > 1, définissons le point Py (s, t,) par :

| (xn+1,|yn]) siz, €N
(5n,tn) = { ([21], yn) sinon

En reliant ces points, nous obtenons la suite continue de segments juste sous la courbe (figure
3).
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Fia. 3 — Représentation par segments inférieurs du mot : A = 1101110110110111.. ..

— Ces points étant introduits, remarquons que nous pouvons définir le mot w,, g a partir des
points P, (en ajoutant le point Py = (1,0) :

w. — 0 si P,—1 et P, forment un segment horizontal
" 1si P,_1 et P, forment un segment vertical

Cette définition va nous permettre de donner une formule définissant les w,,.

Proposition Pour wa 3 = (wy)p>1 un mot sturmien, on a :

wn= | patn+2)+9)] - | (e + )+ 5)

a+1

ou [z] désigne la partie entiere du réel x.

Preuve Counsidérons l'application du plan dans lui-méme : f : (z,y) — (z +y — 1,y). L’image
de D, s par f est la droite définie par I'équation : y = O%H(oz(z +1)+5).
Alors, en notant @, (s,,t,) = f(P,), on remarque que, en reliant les points @, on obtient une suite

de segments horizontaux ou diagonaux, juste en-dessous de la courbe (cf figure 3).

Par ailleurs, s;, = n (car sjp = 0 et s, = s, + 1) et t;, = %H(oz(nJr 1) +ﬂ)] Nous trouvons
donc :
w, =1 < P,_1 et P, forment un segment vertical
& Spr1=Spet it =t +1
& sp=s,+lett, =t +1
& |ehm+1)+p)| - [Zlan+ )| =1
De méme :
wy, =0 & U, =t,
& |+ +0)| - [Zlen+8)] =0
Remarques
— Les mots construits par la définition donnée dans la proposition sont appelés les mots de
Christoffel.

— Grace a cette définition, nous allons pouvoir montrer que les mots définis par un parametre «

irrationel sont apériodiques. Pour cela, nous allons construire une suite qui converge vers Z57



Définition Pour w = (w;)i<, un mot fini sur alphabet {0, 1}, on définit la hauteur de w par :

n
w) = Z w;
i=1

Le préfize de longueur n d’un mot infini w est le mot fini constitué des n premieres lettres de w,
noté w(n).

Proposition Un mot sturmien wy g est (ultimement) périodique, si et seulement si « est rationnel.

Lemme La hauteur des préfixes de longueur n d’'un mot sturmien défini par « et 3 est équivalente

a ;5gn (quand n tend vers linfini) :

n—oo n a+1

Preuve du lemme 1l s’agit d’un simplification de sommes :
Z[ z+2)+ﬁ)}—{ (a(z’+1)+ﬁ)]
i=1

|:aa1 (n+2)+ ail)} - [a+1(2a+ﬁ)D

I
:I'—‘

2h(was(n)

a+1

3=

Dont la limite est bien —%~
a+1°

Preuve de la proposition
Sens direct : Si wq g est ultimement périodique, de la forme w =p-u-w-wu---, alors la suite de

préfixes de w (p - u™),>1 converge vers w.
Or : h(pu™) = h(p) + nh(u). Donc : HEe) — hp)inh(u) hl(Tu‘)

‘p n‘ |p|+n|u‘ n—oo

= }m), donc « est rationnel.

Sens réciproque : Si « est rationnel, notons : a = % ou p et ¢ sont entiers. Alors :
alx+q)+ 8 = ar + §+ 1. En nous plagant dans la premiére représentation sous forme de
droite que nous avons décrite, et en notant u le préfixe de w correspondant aux intersections
prises entre les axes ¢ = 0 (exclus) et z = ¢ (inclus), nous trouvons :
W, = U Wa,g+1 = U - Wy, g, car décaler B d'un entier ne change rien a la définition du mot.

Il apparait donc que w est périodique.

Par unicité de la limite :

2 Propriétés combinatoires

2.1 Mots équilibrés

Définition Un facteur d’un mot infini w = (w;);>1 sur Palphabet {0,1} est un mot fini de la forme :
f=(fi)i<i<n = (Witk)1<i<n, OU k et n sont entiers. C’est une suite finie de lettres consécutives du
mot w.

Un mot infini est dit équilibré si, pour tout couple (f,g) de facteurs de ce mot de méme longueur,
le nombre d’occurences de la lettre 1 differe d’au plus un :

|h(f) = h(g)] <1

Remarque Si un mot est équilibré, le nombre de 0 dans deux facteurs de méme longueur differe
aussi d’au plus 1.

Proposition Un mot sturmien est équilibré.



Preuve Notons wq g un mot sturmien, v = ;97 et 6= aiﬂ, choisissons n un entier, et f et g

facteurs de wq,g de taille n, définis a partir des entiers k¢ + 1 et kg + 1.
Supposons : h(f) > h(g)+2:

karn
W) = Y DEi+2)+68] = hi+1)+9]
i=k;+1
= [y(n+ksr+2)+9] — [y(ks+2) + 9]
< Ytk +2)+6—ylky+2)—6+1
< yn+1
kg+n
hg) = Y. Wi+2)+68] = [y(i+1)+7]
i=kg+1
= [’y(ntr kg +2) 4+ 0] — [y(kg + 2) + 0]
> yn4+kg+2)+06—1—7(kg+2)—0
> yn—1

Alors : yn+1>2+4+n — 1, soit 2 > 2, ce qui est absurde.
Donc : h(f) < h(g)+1. Symétriquement : h(g) < h(f)+1, ce qui nous montre que wq, g est équilibré.

Proposition Réciproquement, tout mot équilibré est sturmien.

Idées de la preuve La preuve étant longue, voici les idées principales :

— On montre que la suite M est de Cauchy : elle converge alors vers une valeur que 'on
appelle 7, correspondant a 737.

— On montre ensuite, par ’absurde, que pour tout 7 réel, on a : Vn > 1, h(w(n)) < [yn + 7] ou
Vn > 1, h(w(n)) > [yn + 7]. On pose ensuite § la borne supérieure des 7 vérifiant la premiere
condition.

— On montre enfin que : w, = [y(n + 1) + ] — [yn + J], en utilisant la formule : w, = h(w(n +
1) — h(w(n)).

La preuve compléte est disponible dans [2].

Remarques

— Cela nous permet de montrer que la 13%lettre du premier mot sturmien observé (figure 1) est
forcément un 0. En effet, 000 étant facteur du mot, 101 ne peut pas I’étre. Un 1 ne peut donc
pas suivre une séquence 10. Ce sera donc un 0.

— 00 et 11 ne peuvent pas étre simultanément facteurs d’un mot sturmien : la boule ne peut pas,
dans un méme parcours, rebondir successivement contre les deux bandes verticales, puis, plus
loin, rebondir successivement contre les deux bandes horizontales.

— Ce résultat nous permet aussi de majorer le nombre de facteurs de longueur fixée d’un mot
sturmien : pour n entier, si on a un facteur de longueur n et de hauteur h, et un autre de
hauteur h + 1, alors on a au plus (Z) + (hzl) facteurs de longueur n de ce mot. En fait, on
peut trouver une borne bien plus petite.

2.2 Nombre de facteurs de mots sturmiens

Définition Pour w un mot sur un alphabet quelconque, on note p(w,n) le nombre de facteurs
distincts de longueur n de w. La complezité de w est alors la suite : n — p(w,n).

Remarques

— La complexité d’un mot infini est une suite croissante.

— Le mot de complexité traduit bien le sens intuitif du terme. Notamment, on attend d’un mot
aléatoire que sa complexité soit de la forme : p(w,n) = ¢™ (ol ¢ est le cardinal de 'alphabet).
Parallelement, on va observer que la complexité des mots sturmiens est faible.

— Avant de montrer des résultats sur la complexité des mots sturmiens, montrons un résultat
fondamental de I’étude de la complexité des mots :

Proposition Soit w un mot infini. Il existe n tel que p(w,n) = p(w,n + 1) si et seulement si w
est ultimement périodique.



F1G. 4 — Graphe des facteurs de taille 3 de A

Preuve

Sens réciproque : Si w ultimement périodique : notons w =p-u-wu---.
Pour n > |p| + |ul, on a au plus les |p| premiers facteurs, puis |u| facteurs constitués de
répétitions du mot u pris & partir d’un lettre arbitraire : p(w,n) < |p| 4 |u|. La complexité est
donc une suite croissante et majorée d’entiers : elle est finalement constante.

Sens direct : S’il existe n tel que p(w,n) = p(w,n + 1).
Le mot étant infini, de chaque facteur de longueur n est préfixe d’au moins un facteur de
longueur n + 1 : on a ainsi au moins p(w, n) facteurs distincts de longueur n + 1.
Par ailleurs, s’il existait un facteur préfixe de deux facteurs de longueur n + 1, on aurait un
(p(w,n) + 1)°facteur de longueur n + 1. Ce n’est pas le cas : chaque facteur de longueur n est
donc préfixe d’un seul facteur de longueur n + 1.
Considérons alors le graphe orienté dont les sommets sont le facteurs de longueur n du mot,
et tel qu’il existe une aréte de f a g si et seulement si les n — 1 derniéres lettres de f sont les
n — 1 premieres lettres de g. Etiquetons chaque aréte par la derniere lettre du facteur dont elle
est la destination (cf figure 4).
Intuitivement, lire le mot consiste a passer de sommets en sommets sur ce graphe comme on
le ferait sur un automate : on lit la lettre étiquetant ’aréte pour passer d’un facteur a 'autre.
D’apres les considérations précédents, une et une seule aréte part de chaque sommet : le
parcours du graphe correspond donc & un circuit. La lecture du mot (& partir de la nlettre
au moins) correspondant & un parcours (infini) du graphe, celui-ci est constitué d’un cycle, et
le parcours est ultimement périodique (le long de ce cycle).
Le mot w est donc ultimement périodique.

Corollaires
1. La complexité d'un mot infini est ou strictement croissante, ou ultimement constante.

2. S'il existe n tel que : p(w,n) < n, alors le mot est ultimement périodique.

Preuve
1. Immédiat.

2. Sip(w,1) =1, le mot n’est constitué que d’une lettre : il est périodique. Sinon, p(w, k) étant
croissante il existe k < n tel que : p(w, k) = p(w, k+1). Le mot est alors ultimement périodique.

Proposition La complexité d’un mot équilibré w vérifie : p(w,n) < n + 1 pour tout entier n.

Preuve Montrons la propriété par récurrence sur n :

Pour n = 1 : un mot équilibré étant défini sur un alphabet de deux lettres, il apparait : p(w,1) < 2.
Supposons que Pon ait p(w,n) < n+ 1 pour n enter non nul. Montrons qu’il existe au plus n + 2
facteurs de longueur n + 1 de w.

Chaque facteur de longueur n est préfixe d’'un facteur de longueur n + 1, mais si deux facteurs
distincts f et g de longueur n sont tels que f0, f1, g0 et g1 soient facteurs de w (de longueur n+1),
alors :

- Sih(f)=h(g)+1:h(f1) = h(g0)+ 2. Ce n’est pas possible (car w est équilibré).

— De méme, il n’est pas possible d’avoir h(g) = h(f) + 1.

— Si h(f) = h(g) : f et g étant distincts, on peut en extraire des suffixes f’ et ¢’ de méme
longueur, mais de hauteur différente (en considérant, par exemple, le suffixe commencant
apres la premiere lettre ou f et g different). Par le raisonnement ci-dessus, appliqué a f'0, f'1,
g'0 et ¢'1, on trouve deux facteurs distincts dont les hauteurs sont écartées de 2 unités.

Cette situation est donc impossible : il y a au plus un facteur de longueur n qui est facteur de deux
facteurs de longueur n 4+ 1 : on a donc au plus n + 2 facteurs de longueur n + 1.



Remarques

— Il existe des mots dont la complexité est exactement la suite n + 1 : les mots sturmiens
apériodiques. En effet, puisqu’ils ne sont pas ultimement périodiques, on a p(w,n) > n pour
tout entier n, et puisqu’ils sont équilibrés : p(w,n) < n+ 1. D’olt : p(w,n) = n + 1 pour tout
entier n.
Cela traduit I'intuition que nous pouvions avoir au début du probleme : le codage de la trajec-
toire d’une boule dans un billard est a peu pres prévisible, méme si elle n’est pas périodique.

— On peut aussi montrer que, réciproquement, tout mot infini dont la complexité est égale a
la suite n + 1 est équilibré (la preuve est aussi en [2]). D’ailleurs, on définit souvent les mots
sturmiens comme étant ceux dont la complexité est égale & n+ 1 (les mots périodiques ne sont
alors pas sturmiens).

2.3 Langage des facteurs d’'un mot sturmien

Notation Pour w un mot sturmien, notons F(w) le langage constitué par ses facteurs.

Proposition Pour f facteur d’'un mot sturmien défini par les réels a et 3 :

‘h(f ) o ‘ o1
Ifl a+ 1] |f]

Preuve Soit f facteur de wqy g. Pour tout facteur g de longueur |f| : ‘% — %‘ < 177
Considérons la sous-suite h(w%%ﬂfl)) extraite de w (qui converge vers v = QLH) Pour n

entier plus grand que 1, wy g(n|f]) se décompose en g1, ...g, facteurs de longueur |f|. Alors :

h(f) _ hwas@fD)| _ |R(f) 1 9i
If1 nlfl L n Z |f]
i=1

[
S|
Ngk
>
—
=

|
|

IN
S|
=~

1 i=1
S
Cela étant vrai pour tout entier n, par convergence de la suite Mea sl fD) vers 1y :
nlf]
LCLY R
/] /]

Remarque Pour la trajectoire de la boule sur le billard, ce résultat s’interprete de la fagon sui-
vante : si on connailt le début du codage de la trajectoire de la boule, on peut en déduire que la
pente est dans un certain intervalle. Plus la partie que l’on connait est longue, plus l'intervalle est
petit.

Corollaire 1 Pour wy g et wy g deux mots sturmiens et F' et F’ I'ensemble de leurs facteurs : si
F=F' alors a = d/.

Preuve Supposons : o # a’.
Soit n > —2-- et f facteur de longueur n de wq,g. Si f est aussi facteur de wy g/, alors :

[v—="1’
o ) '/ k(D)
v =7 31 7 7 m‘
Sg-f—gl
<ly =

Cette inégalité est absurde : si f est facteur de wq g, il n’est pas facteur de wys g. On a donc :
F #F.



Corollaire 2 Pour w,,g un mot sturmien : le langage F'(wq,g) est rationnel si et seulement si «
est rationnel.

Preuve
Sens direct : Supposons F(wq,g) rationnel. Par le lemme de 1’étoile, on peut considérer z, u et
y des mots tels que u soit non nul et :

Vn € N, zu"y € F(wa,g)

h(zu™y) _ h(z)+h(y)+nh(u)

Alors, la suite converge vers une valeur ~ rationnelle. Par la propo-

l[zury T x| +]yl+nly]
sition : v = 757, donc « est rationnel.
Sens réciproque : Si « est rationnel, w, g est périodique. Notons wq,g = u-u----. Ses facteurs
sont alors de la forme : au™b ol a suffixe de u et b préfixe de u. Le langage F'(wq,g) est donc
rationnel.

Remarque En fait, on peu montrer que, pour certains « irrationnels, ’appartenance au langage
F(wq,p) est reconnaissable par une machine de Turing non déterministe en temps linéaire (prouvé

dans [1]).

Conclusion

Résultats Nous savons maintenant que, lorsque nous lancons une boule dans un billard vide et
sans trous :

— la boule aura un trajet cyclique si et seulement si la pente avec laquelle nous 1’envoyons est
rationnelle;

— si nous enregistrons n chocs successifs contre les bords du billard a partir de deux moments
différents, les deux séquences comporteront autant de chocs sur des bords horizontaux (& une
unité pres);

— si la trajectoire n’est pas périodique, la description de cette trajectoire correspondra a un mot
de complexité minimale, parmi les mots apériodiques;

— cependant, malgré cette faible complexité, un automate fini est incapable de reconnaitre le
code d’un morceau du trajet.

Autres propriétés Les mots sturmiens vérifient de nombreuses autres propriétés combinatoires
et algébriques, et constituent encore un théme de recherche. On peut notamment s’intéresser a
différents aspects :

— les morphismes de {0, 1}* tels que 'image d’un mot sturmien est encore un mot sturmien ;

— le rapport des mots sturmiens avec le développement en fractions continues de réels

— les propriétés du mot de Fibonacci (qui est un mot sturmien)
les mots épisturmiens, dont la complexité est égale & n + k (pour k > 2), qui forment une
généralisation des mots sturmiens sur des alphabets plus grands.
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