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tionDans 
e rapport je vais présenter une 
lasse de 
omplexité, IP .Cette 
lasse est basée sur la notion de 
ommuni
ation entre un prouveur P et un véri�
ateur V , etsur la notion de ma
hine de Turing probabiliste. Après une rapide présentation, je montrerais qu'enréalité, 
e n'est qu'une autre dé�nition de PSPACE (tout 
omme on peut re-dé�nir NP 
ommeétant la 
lasse des problème dont une preuve est véri�able en temps polyn�mial par une ma
hinede Turing déterministe).
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2 Intera
tive Proofs2.1 Dé�nition de BPPDé�nition 1. Une ma
hine de Turing probabiliste peut être modélisée 
omme étant une ma
hine deTuring déterministe normale re
evant une entrée supplémentaire : une suite in�nie de bits aléatoires.Ce
i revient à dire qu'elle peut 
hoisir à 
haque 
on�guration entre 2 transitions via le tiraged'une piè
e à pile ou fa
e.Dé�nition 2. On dit qu'un langage L est dans la 
lasse de 
omplexité BPP si il existe p < 1

2
etune ma
hine de Turing probabiliste V ave
 2 entrées : un mot x, et le 
ode d'une preuve que x ∈ L,qui termine toujours et de 
omplexité en temps polyn�miale, tels que :� si x ∈ L alors P[V(x, π) = 0] ≤ p où π est une preuve valide que x ∈ L� si x 6∈ L alors ∀π, P[V(x, π) = 1] ≤ p2.2 Dé�nition de IPLa 
lasse de 
omplexité IP (dont nous allons montrer qu'elle est égale à PSPACE) est unegénéralisation de BPP .Dé�nition 3. Soit V une ma
hine de Turing probabiliste, terminant toujours et de 
omplexité entemps polyn�miale. Soit P une ma
hine de Turing (sans 
ontrainte sur sa 
omplexité). Supposonsque V peut appeler P un nombre polyn�mial de fois pour obtenir des informations. Le résultat d'uneexé
ution de V sur une entrée x dépend alors de P et est alors notée < P ,V > (x).Dé�nition 4. On dit qu'un langage L est dans la 
lasse de 
omplexité IP si il existe p < 1

2
, unema
hine de Turing probabiliste V qui termine toujours et de 
omplexité en temps polyn�miale, etune ma
hine de Turing P tels que :� si x ∈ L alors P[< P ,V > (x) = 0] ≤ p� si x 6∈ L alors ∀P∗, P[< P∗,V > (x) = 1] ≤ pLe prin
ipal intérêt de 
ette 
lasse de 
omplexité est qu'en exé
utant un grand nombre de fois

< P ,V > (x), on peut prendre p aussi petit qu'on veut.Théorème 1.
IP = PSPACE
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3 IP ⊆ PSPACELemme 1. IP ⊆ PSPACECette in
lusion est la plus fa
ile des deux à prouver (ou en tout 
as 
elle dont la démonstrationest la moins astu
ieuse).Démonstration. Soit L ∈ IPIl existe P ,V deux ma
hines de Turing qui véri�ent la dé�nition 4.Nous allons 
réer M une ma
hine de Turing polyn�miale en espa
e qui re
onnaît L.Comme PSPACE = NPSPACE par le théorème de Savit
h, on peut 
onstruire M non détermi-niste sans invalider la preuve.On prend M qui simule V sur tous les bits aléatoires possibles. Á 
haque fois que V devraitinterroger P , on tire parti du non-déterminisme de M pour "deviner" la réponse qui maximise laprobabilité que V a

epte.On retient le nombre de fois où V aurait a

epté, et le nombre de fois où il aurait refusé, puis on
hoisit la réponse majoritaire.Si M a

epte x, alors il existe un P tel que P[< P ,V > (x) = 1] > 1

2
> 1 − p.De même si M n'a

epte pas x, alors ∀P∗, P[< P∗,V > (x) = 1] < 1

2
.Par la dé�nition de IP , on a don
 M a

epte x ⇐⇒ x ∈ LEn�n, M est 
lairement dans NPSPACE (V étant en temps polyn�mial, sa simulation est enespa
e polyn�mial).Don
 IP ⊆ PSPACE.
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4 PSPACE ⊆ IPLemme 2. PSPACE ⊆ IPDémonstration. On admet que QSAT est un problème PSPACE-
omplet (
f le 
ours).Par 
onséquent, si QSAT est dans IP , alors tous les autres problèmes de PSPACE y sont aussi(
ar IP est 
lairement stable par rédu
tion polyn�miale).On va don
 trouver une preuve intera
tive pour QSAT.Pour 
e faire, on transforme les formules booléennes qui sont les instan
es du problème en for-mules arithmétiques par la transformation f suivante :� f(∀xnφ(x1, . . . , xn)) = f(φ(x1, . . . , xn−1, 0)) × f(φ(x1, . . . , xn−1, 1))� f(∃xnφ(x1, . . . , xn)) = 1 − (1 − f(φ(x1, . . . , xn−1, 0))) × (1 − f(φ(x1, . . . , xn−1, 1)))� f(φ1 ∧ . . . ∧ φk) = f(φ1) × . . . × f(φk)� f(φ1 ∨ . . . ∨ φk) = 1 − [(1 − f(φ1)) × . . . × (1 − f(φk))]On véri�e fa
ilement que f(φ) = 1 si et seulement si φ valait vrai, et que sinon f(φ) = 0Toutefois, un problème de 
ette transformation est qu'elle produit des polyn�mes de degré trèsélevé, 
e qui posera problème pour la véri�
ation en temps polyn�mial de la preuve.On résout 
e problème en remarquant que ∀k > 0, ∀xi ∈ {0, 1}, xk
i

= xi. On peut don
 réduire lepolyn�me.En pratique, au lieu de réduire le polyn�me �nal, on fait des rédu
tions après 
haque quanti�
ateur(on suppose la formule en forme prénexe), sur toutes les variables non libres, a�n de garder le degrédu polyn�me sous 
ontr�le.On travaille dans le 
orps �ni à p éléments, p étant un nombre premier 
hoisi par le prouveur.Le véri�
ateur 
ommen
e par véri�er que 
e nombre est bien premier juste avant le début du pro-to
ole proprement dit. Tous les 
al
uls sont faits modulo p, mais p dé�nit avant tout l'intervalle surlequel le véri�
ateur peut tirer des nombres aléatoires.Voi
i le proto
ole entre le véri�
ateur et le prouveur :� On dé�nit v0 = 1 et Φ0 = f(φ). Dans tout la suite, le prouveur tente de 
onvain
re levéri�
ateur que Φk(r1, . . . , ri−1, xi, . . . , xn) s'évalue en vk. Seul le véri�
ateur a a

ès à vk.� Á 
haque tour d'intera
tion, 3 
as se présentent :� Cas 1 : Φk 
ommen
e par une multipli
ation, 
e qui 
orrespond à un ∀.Le prouveur envoie un polyn�me de degré 1 P (xi) au véri�
ateur (en 
onsidérant lesautres variables 
omme �xées, de degré 1 
ar réduit pré
édemment).Le véri�
ateur véri�e si vk = P (0) × P (1).Si non, s'arrêter et renvoyer faux.Si oui, tirer ri un nombre aléatoire plus petit que p (
'est à dire un élément du 
orps à péléments) et 
al
uler vk+1 = P (ri).Dé�nir Φk+1 
omme valant la formule une fois qu'on a rempla
é la variable xi par ri (etenlevé le quanti�
ateur 
orrespondant).� Cas 2 : Φk 
orrespond à un ∃.Ce 
as est analogue au pré
édent (on retire le quanti�
ateur en �xant une variable).4



� Cas 3 : Φk 
ommen
e par une rédu
tion, 
'est à dire une transformation de tous les xk

ien xi pour tout i < j ave
 un j donné.Le prouveur envoie en
ore un polyn�me P (xi) au véri�
ateur (mais 
ette fois pas de degré1).Le véri�
ateur véri�e si vk est égale à la rédu
tion de P (xi) évaluée en ri. Si non, s'arrêteret renvoyer faux. Si oui, tirer un nouveau ri (toujours parmi p éléments) et 
al
uler
vk+1 = P (ri) Dé�nir Φk+1 
omme étant la formule avant que la rédu
tion ne soit faite.� Lorsque tous les quanti�
ateurs (et les rédu
tions 
orrespondantes) ont disparues, on n'aplus qu'une formule arithmétique sans variables, polyn�miale en la taille de l'entrée que levéri�
ateur peut 
al
uler.Il est assez 
lair que dans tout 
e proto
ole, le véri�
ateur n'a

omplit que des a
tions réalisablesen temps polyn�mial.Supposons que le véri�
ateur ait refusé, et que le prouveur était honnête. Alors 
'est que la formuleinitiale était fausse. En e�et, on peut remarquer que vk = Φk(r1, . . . , ri−1, xi, . . . , xn) est un inva-riant, et que le véri�
ateur ne refuse que s'il est faut à un 
ertain moment.Si au 
ontraire le prouveur est malhonnête (et que l'énon
é initial est faux), il doit for
ément en-voyer à un moment un polyn�me autre que 
elui demandé. Toutefois 
e polyn�me doit 
oïn
ideren ri ave
 la valeur attendue. Or le prouveur ne peut pas prédire ri à l'avan
e et le polyn�me qu'ilenvoie ne peut pas être 
onstant. Il ne peut don
 
oïn
ider qu'en au plus autant de point que sondegré. La probabilité qu'à l'étape i le prouveur parvienne à "tri
her" est don
 égale au degré dupolyn�me qu'il envoie divisé par p.Le nombre d'étape du proto
ole est quadratique en la taille de la formule. La probabilité d'erreurdu proto
ole est don
 en O(n2 × d/p) où d est le degré maximal des polyn�mes envoyés par leprouveur. Par ailleurs, d < n 
ar le degré est au plus n au début et que les rédu
tions l'empê
hentde dépasser 2 par la suite.Il su�t don
 de 
hoisir p assez grand (ie en O(n4)) pour avoir un système de preuve intera
tif de

QSATDon
 on a bien QSAT ∈ IP et IP ⊆ PSPACE

5



5 Con
lusionCe résultat est assez surprenant 
ar non seulement il relie des 
lasses de 
omplexités tradition-nelles et des 
lasses de 
omplexités randomisés, mais aussi 
ar il prouve que la randomisation (liéeà l'intera
tion) augmente beau
oup la puissan
e d'une 
lasse de 
omplexité puisque V est dans P ,à l'aléatoire près.Plusieurs variantes sont possibles.Par exemple, il est possible d'avoir une dé�nition asymétrique de IP exigeant que le véri�
ateurn'ait que des faux positifs et jamais de faux négatifs. Cette preuve fournit un tel véri�
ateur, don

es deux dé�nitions sont équivalentes.Il est aussi possible d'exiger que le prouveur ait ou non a

ès aux tirages aléatoires du véri�
ateur.Là en
ore, puisque 
ette preuve n'utilise pas le fait que 
es tirages soient 
a
hés, 
es variantes sonttotalements équivalentes (au moins en terme de 
al
ulabilité, 
ertains problème peuvent être résolusen moins de round d'intera
tions si les tirages sont 
a
hés).En�n, il est possible de prendre à la �n une borne plus �ne en traitant les di�érents opérateursdi�éremment (et tout parti
ulièrement en isolant les dernières rédu
tions). Toutefois 
e
i n'apporterien en terme de 
omplexité asymptotique, 
ela permet simplement de spé
i�er la 
onstante.Référen
es[1℄ Jonathan Katz. Notes on 
omplexity theory, 10, nov 2005.[2℄ Jonathan Katz. Notes on 
omplexity theory, 11, nov 2005.[3℄ A. Shen. Ip = pspa
e : Simpli�ed proof. J. ACM, 39, may 1992.
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