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Premiéres définitions

Codes
Ensembles complets

Soit A un alphabet, et X ¢ A*.

Définition

X G A* est un code si :

Vn,m € N\ {0}
V(Xi)ie[[l,n]]v (X,f)

X: Xn = Xq X = n=m
X, LooeXn =24 %m Vie[l,n], x=x!

Jje[1,m] & i

Remarques :
o Pour tout code X, ¢ &€ X.

@ Tout sous-ensemble d'un code est encore un code. En particulier, I'ensemble vide
est un code.
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Premiéres définitions

Codes
Ensembles complets

Ensembles complets

Soit S C A* un ensemble quelconque.

Définition

Un mot m € A* est dit complétable dans S si :

Ju,v € A* tels que umv € S ,ie A*mA*NS # 0.

Définition

S est dense dans A si tous les mots de A* sont complétables dans S.

Remarque : Si S n’est pas dense, on dit que S est maigre.

Définition

S est dit complet si S* est dense.

Remarques :
o S dense =—> S complet.

o L'inverse est faux en général.
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Codes maximaux
Codes complets

Maximalité et complétude

Soit A un alphabet, et X ¢ A*.

Définition

Un code X est dit maximal sur A si pour tout code X’ sur A,
XCX = X=X.

Théoréme

Tout code X sur A est inclus dans un code maximal sur A.

Preuve : Soit F = {W tq W code sur A, X C W}, ordonné par l'inclusion.
@ non-vide;
@ inductif.

= Lemme de Zorn. O
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Codes maximaux
Codes complets

Maximalité et complétude

Codes complets

Soit A un alphabet.

Théoréme

Tout code X sur A est inclus dans un code complet sur A.

e Si #A =1, obvious.

e Si #A > 2, on a une preuve constructive et (donc) venimeuse.

Théoréme

Tout code maximal est complet !
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Mesures

Distributions de Bernoulli

Soit A un alphabet.

Définition

Une distribution de Bernoulli sur A* est un morphisme de monoides :

m:A* — (Ry,x) telque > m(a)=1.
acA

Elle est dite positive si Ya € A, w(a) # 0.

On pose naturellement, VL C A*, ©(L) = Z (/).
leL

Proposition

7w P(A*) — R4 U {oo} est une mesure positive sur A*, ie :
o (@)=0 et VLCA* x(L)>0;
@ V(En)nen tq les En C A* sont deux a deux disjoints, w(UE,) = > w(En).
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Caractérisations

Soit X un code.

(X" )=m= U X" | = ZW(X"): ZTK’"(X).

neN neN neN

Proposition

Pour toute distribution de Bernoulli m sur A*, m(X) < 1.

Remarques :
o Ceci conforte I'intuition qu’un code n’a que peu de mots.

@ On peut montrer que s'il existe une distribution de Bernoulli positive telle qu'il y
a égalité, alors X est maximal.
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Distributions de Bernoulli
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Maigre, mais complet

Soit X un code sur A.

Récapitulons :

3r distribution de Bernoulli positive tq 7(X) =1 = X maximal = X complet.

Proposition

Soit X & A* un ensemble maigre et complet.
Pour toute distribution de Bernoulli positive sur A*, m(X) > 1.

Preuve : Utilise un lemme technique que vous n’avez pas envie de connaitre. O
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Mesures

The théoréme final

Soit X un code sur A.

Théoréme

X complet <= X dense ou maximal.

Preuve :
@ Si X est maximal, X est complet.
Si X est dense, X est complet.
@ Si X est complet et maigre,

e X est un code = w(X) <1;
o X est maigre complet = 7(X) > 1.

= 7(X) =1 et X est maximal.
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