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Un langage L est dé
idable si une ma
hine de Turing qui termine toujourspermet de 
al
uler si un mot est dans le langage. Cette notion o

upe unepla
e 
entrale en théorie de la 
al
ulabilité, 
ar 
'est souvent une 
onditionminimale à imposer a un langage pour pouvoir l'étudier. La dé�nition n'est pastoujours fa
ile à véri�er, et il est don
 utile d'avoir des 
onditions né
essaires ousu�santes à véri�er pour qu'un langage soit dé
idable. Le premier 
ritère simpleest que si on peut réduire grâ
e à une ma
hine de Turing le test d'appartenan
eà L à un nombre �ni de tests dans un autre langage L′ que l'on sait dé
idable,alors L est dé
idable. Il n'est 
ependant pas toujours fa
ile de trouver un lienave
 un autre langage dé
idable. En 1986, Beigel a montré le théorème de non-a

élération : si on peut réduire un grand nombre de tests pour L à un petitnombre de tests dans un langage L′, alors L est dé
idable. On démontre i
i 
ethéorème ainsi qu'une 
onje
ture de Beigel qui en est une amélioration.1 Ma
hines de Turing ave
 ora
le1.1 Dé�nitionLe but de 
ette étude est d'étudier des parties de N qui se 
ara
térisentsimplement par une ma
hine de Turing à l'aide d'une autre partie.Dé�nition 1. Une ma
hine de Turing ave
 ora
le est une ma
hine de Turingqui a de plus une bande parti
ulière, l'ora
le, qui lui permet de 
al
uler instan-tanément une fon
tion à valeurs dans {0, 1}.L'ora
le permet don
 de re
onnaitre un ensemble quel
onque de mots.1.2 Théorème de non a

élération et 
onje
ture de BeigelSoient A une partie de N et n ∈ N. On note :
χA,n : N

n → {0, 1}n
, (x1, x2, . . . , xn) 7→ (χA (x1) , . . . , χA (xn))

#A,n : N
n → N , (x1, x2, . . . , xn) 7→

∑n

i=1 χA (xi) = # {i ∈ {1, . . . , n} |xi ∈ A}où χA désigne la fon
tion 
ara
téristique de A.Théorème 2. (théorème de non-a

élération) Si χA,2n peut être 
al
ulée parune ma
hine de Turing ave
 ora
le qui ne fait pas plus de n appels à 
et ora
le,alors A est ré
ursif.En 1987, Beigel énon
e une 
onje
ture qui renfor
e 
e théorème :Proposition 3. Si #A,2n peut être 
al
ulée par une ma
hine de Turing ave
ora
le qui ne fait pas plus de n requêtes à 
et ora
le, alors A est ré
ursif.
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1.3 Fon
tions 
al
ulables ave
 un nombre borné de re-quêtes à un ora
leLemme 4. Si une fon
tion f peut être 
al
ulée grâ
e à moins de n requêtes àun ora
le pour un 
ertain entier n, alors il existe un ensemble S d'au plus 2nfon
tions partielles ré
ursives tel que :
∀x ∈ N, ∃g ∈ S, f (x) = g (x)Démonstration. On suppose que f est 
al
ulée par la ma
hine de Turing ave
ora
le M qui ne fait pas plus de n requêtes à son ora
le et 
e, pour toute entrée,mais aussi quelques soient les réponses de l'ora
le. Pour tout mot w ∈ {0, 1}

n,on 
onsidère la ma
hine de Turing Mw qui fon
tionne 
omme M en supposantque l'ora
le réponde en suivant les lettres de w lors des n premières requêtes,puis éventuellement ne réponde que 0. On obtient don
 une ma
hine de Turingau sens habituel en simulant les réponses de l'ora
le. On note gw la fon
tionpartielle ré
ursive 
al
ulée par Mw. Pour toute entrée x, l'ora
le de M réponden suivant les lettres d'un 
ertain mot w, don
 M e�e
tue le même 
al
ul que
Mw, et f (x) = gw (x). On en déduit que S = {gw|w ∈ {0, 1}n} 
onvient.2 Arbres binairesOn démontre un résultat plus fort que la 
onje
ture de Beigel, le théorème de
ardinalité. On a besoin pour 
ela de quelques résultats sur les arbres binaires.2.1 Dé�nitionsOn 
onsidère des arbres binaires éventuellement in�nis. Un noeud est repré-senté par le 
hemin par
ouru depuis la ra
ine pour y a

éder.Dé�nition 5. 1. Un arbre est une partie T de {0, 1}

∗ 
lose par pré�xe. Lesnoeuds de T sont ses éléments. Une suite t ∈ {0, 1}
N est appelée bran
hede T lorsque tous ses pré�xes �nis sont des noeuds de T . On note lorsque test un noeud ou une bran
he et n ∈ N, t (n) le n+1-ème terme de la suitedé�nie par t. On note la 
on
aténation de suites ave
 ∗. On note s � tlorsque s est un pré�xe de t.2. Les arbres 
onsidérés peuvent être in�nis et ne peuvent don
 pas être
omparés par leur taille. On 
hoisit i
i un 
ritère de densité donné par lanotion de plongement :Soient T1 et T2 deux arbres, on dit que f : T1 → T2 est un plongementde T1 dans T2 lorsque pour tout t1 ∈ T1,t1 est un sous-mot de f (t1). Onpeut donner une dé�nition équivalente par ré
uren
e :� La fon
tion de l'arbre vide dans T est un plongement.� En notant ri = ǫ la ra
ine de Ti, et pour un noeud s, fg (s) et fd (s) ses�ls gau
he et droit, f est un plongement de T1 dans T2 si f se restreinten un plongement de fg (r1) dans fg (f (r1)) et en un plongement de

fd (r1) dans fd (f (r1)). 4



On pourra identi�er un plongement ave
 son image. On dit que T1 seplonge dans T2 sous un noeud s ∈ T2 s'il existe un plongement f tel que
s � f (r1). On note Bn l'arbre 
omplet de hauteur n et on note rg (T ) lerang de T dé�nit 
omme le supremum des n tels que Bn se plonge dans
T .2.2 Arbres ré
ursivement énumérables de rang �niLemme 6. Si T est un arbre ré
ursivement énumérable de rang �ni alors toutesles bran
hes de T sont ré
ursives.Démonstration. Soit t une bran
he de T et soit k0 le supremum des k tels que

Bk puisse être plongé dans T sous tous les noeuds s � t ( k0 est �ni, inférieur à
rg (T ) ). Soit s0 un noeud de t tel que Bk0+1 ne puisse pas être plongé dans Tsous s0. Pour montrer que t est ré
ursive, on donne un algorithme qui 
al
ule enfon
tion d'un entier x un noeud s de t de profondeur supérieure à x. Les noeudsde t de profondeur inférieure à x seront don
 les pré�xes de s.On initialise T ′ 
omme l'arbre vide. A 
haque étape où T ′ est modi�é, on 
los T ′par pré�xe de façon à obtenir un arbre �ni, qui sera par 
onstru
tion un sous-arbre de T . On énumère les éléments de T que l'on ajoute à T ′ jusqu'à obtenir s0.Puis s'il n'existe pas de plongement f de Bk0

dans T ′ sous s0 tel que |f (ǫ) | ≥ x,on 
ontinue de rajouter les éléments de T obtenus par énumération jusqu'à 
eque l'on trouve f , plongement de Bk0
dans T ′ sous s0 tel que |f (ǫ) | ≥ x. Lenoeud 
her
hé est alors f (ǫ).En e�et, si on suppose par l'absurde que f (ǫ) n'est pas un noeud de t, on note gun plongement de Bk0

dans T sous s0 tel que g (ǫ) ∈ t et on note r le plus grandpré�xe 
ommun de f (ǫ) et g (ǫ). f (ǫ) est dans un �ls de r tandis que g (ǫ) estdans l'autre par dé�nition de r. Mais dans 
e 
as, {r} ∪ f (Bk0
)∪ g (Bk0

) est unplongement de Bk0+1 dans T sous s0, 
e qui 
ontredit la dé�nition de s0.2.3 Propriétés 
ombinatoiresLemme 7. Pour tout n ∈ N et tout 2-
oloriage c : B2n → {0, 1}, il existe unplongement g mono
hromatique de Bn dans B2n.Démonstration. On montre par ré
uren
e sur m+n, m, n ≥ 1 que pour tout 2-
oloriage de Bm+n, il existe un plongement mono
hromatique de Bm de 
ouleur0 ou un plongement mono
hromatique de Bn de 
ouleur 1.� Si m = n = 0, le résultat est 
lair.� Soit c un 2-
oloriage de Bm+n, n ≥ 1. On suppose par exemple que
g (ǫ) = 1. Par hypothèse de ré
uren
e, soit fg (ǫ) ou fd (ǫ) admet un plon-gement mono
hromatique de Bm de 
ouleur 0 et don
 Bm+n également,soit fg (ǫ) et fd (ǫ) admettent respe
tivement un plongement mono
hro-matique g1 et g2 de B(n−1) de 
ouleur 1 et alors ǫ∪ g1 (fg (ǫ))∪ g2 (fd (ǫ))est un plongement de Bn dans Bm+n de 
ouleur 1.5



Lemme 8. Pour tout n ≥ 1 et tout arbre T de rang rg (T ) ≥ 4n − 2, il existedes noeuds t1, . . . , t(n+1) de T , des entiers x1 ≤ . . . ≤ xn et b ∈ {0, 1} tels que :pour tous i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n + 1 : tj (xi) =
{

b si i ≥ j

1 − b si i < jEn parti
ulier, {∑n

i=1 tj (xi) |1 ≤ j ≤ n + 1} = {0, . . . , n}.Démonstration. On dé�nit par ré
uren
e pour n ∈ N et 1 ≤ i ≤ 2n− 1 :� h (n, 2n − 1) = 0� h (n, i − 1) = 2 (h (n, i) + 1)En parti
ulier, pour tout n : h (n, 0) = 4n − 2. On suppose que f0 est unplongement de Bh(n,0) dans T . On dé�nit par ré
uren
e sur i = 1, . . . , 2n − 1,des noeuds wi, si ∈ T , bi ∈ {0, 1} et fi : Bh(n, i) → T .Soit s une feuille de Bh(n, i−1) telle que f(i−1) (s) ait une longueur maximale.On pose si = f(i−1) (s). On 
onstruit un 2-
oloriage de Bh(n, i−1) : 
haque noeudintérieur e est 
olorié par si

(

|f(i−1) (e) |
) par maximalité de si. On 
olorie lesfeuilles ave
 la 
ouleur 0 par exemple. Par le lemme 7, et 
omme h (n, i) =

2 (h (n, i − 1) + 1), il existe un plongement g de B(h(n, i−1)+1) dans Bh(n, i) dontl'image est mono
hromatique. On pose :
wi = f(i−1) (g (ǫ)) et bi = si (|wi|).On dé�nit fi par :

fi (s) = f(i−1) (g ((1 − bi) ∗ s)) pour s ∈ Bh(n, i).Cette 
onstru
tion permet d'obtenir les propriétés suivantes :1. fi

(

Bh(n, i)

)

⊆ f(i−1)

(

Bh(n, i−1)

)2. wi ∗ (1 − bi) � w(i+1)3. sj (|wi|) = bj pour i ≥ jPar le prin
ipe des tiroirs, 
omme b1, . . . , b2n−1 ∈ {0, 1}, n d'entre eux au moinssont égaux : il existe b ∈ {0, 1} et n indi
es 1 < i1 < . . . < in ≤ 2n − 1 tels quepour tout m = 1, . . . , n, sim
(|wim

|) = b. On obtient alors le résultat voulu ave
pour 1 ≤ m ≤ n :� tm = sim� xm = |wim
|� t(n+1) = win

∗ (1 − b)Cette preuve 
onstruit par ré
uren
e les xi grâ
e aux fon
tions fi qui garan-tissent que le pro
édé pourra se poursuivre jusqu'à son terme.
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3 Le théorème de 
ardinalité3.1 Énon
éOn désigne par P∗ (E) l'ensemble des parties stri
tes de l'ensemble E. A estune partie de N.Théorème 9. Si pour m ∈ N, il existe une fon
tion G ré
ursive N
m →

P∗ ({0, . . . , m}), telle que pour tous (x1, . . . , xm) ∈ N :
#A,m (x1, . . . , xm) ∈ G (x1, . . . , xm)alors A est ré
ursive.Ave
 l'hypothèse de la 
onje
ture de Beigel,on obtient grâ
e au lemme 4,dans le 
as où m est de la forme 2n, m fon
tions partielles ré
ursives f1, . . . , fmprenant leurs valeurs entre 0 et m. On est alors dans les hypothèses du théorèmeave
 :

G (x1, . . . , xm) = {fi (x1, . . . , xm) |i = 1, . . . , m}.On en déduit que le théorème de 
ardinalité implique la 
onje
ture de Beigel.3.2 Preuve du théorèmeDémonstration. D'après l'hypothèse on peut 
onstruire un arbre ré
ursivementénumérable :
TG =

{

t ∈ {0, 1}
∗

|∀x1 ≤ . . . ≤ xm ≤ |t|,
∑m

i=1 t (xi) ∈ G (x1, . . . , xm)
}Par hypothèse, χA est une bran
he de TG. Par le lemme 6, il su�t de monterque TG est de rang �ni. Mais si on suppose par l'absurde que rg (TG) ≥ 4m − 2,par le lemme 8, on trouve t1, . . . , t(m+1) ∈ TG et des entiers x1 ≤ . . . ≤ xm telsque :

{

∑m

i=1 tj (xi) |1 ≤ j ≤ m + 1
}

= {0, . . . , m}Par dé�nition de TG, on trouve que {0, . . . , m} ⊆ G (x1, . . . , xm), 
e qui 
ontreditl'hypothèse du théorème.
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