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Ma
hines de Turing ave
 ora
leDe�nitionUne ma
hine de Turing ave
 ora
le est une ma
hine de Turing qui a deplus une bande parti
ulière, l'ora
le, qui lui permet de 
al
ulerinstantanément une fon
tion à valeurs dans {0, 1}.
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 ora
le est une ma
hine de Turing qui a deplus une bande parti
ulière, l'ora
le, qui lui permet de 
al
ulerinstantanément une fon
tion à valeurs dans {0, 1}.De�nitionSoient A une partie de N et n ∈ N. On note :
χA,n : N

n → {0, 1}n
, (x1, x2, . . . , xn) 7→ (χA (x1) , . . . , χA (xn))

#A,n : N
n → N , (x1, x2, . . . , xn) 7→

∑n
i=1 χA (xi) = # {i ∈ {1, . . . , n} |xi ∈ A}où χA désigne la fon
tion 
ara
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Théorème de non-a

élération et 
onje
ture de Beigel
Théorème(théorème de non-a

élération) Si χA,2n peut être 
al
ulée par unema
hine de Turing ave
 ora
le qui ne fait pas plus de n appels à 
etora
le, alors A est ré
ursif.
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Théorème(théorème de non-a

élération) Si χA,2n peut être 
al
ulée par unema
hine de Turing ave
 ora
le qui ne fait pas plus de n appels à 
etora
le, alors A est ré
ursif.En 1987, Beigel énon
e une 
onje
ture qui renfor
e 
e théorème :PropositionSi #A,2n peut être 
al
ulée par une ma
hine de Turing ave
 ora
le quine fait pas plus de n requêtes à 
et ora
le, alors A est ré
ursif.
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Théorème de 
ardinalité
Ce résultat est une 
onséquen
e du théorème de 
ardinalité :ThéorèmeSi pour m ∈ N, il existe une fon
tion G ré
ursive
N

m → P ({0, . . . ,m}) − {{0, . . . ,m}}, telle que pour tous
(x1, . . . , xm) ∈ N

m :
#A,m (x1, . . . , xm) ∈ G (x1, . . . , xm)alors A est ré
ursive.
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Le théorème de 
ardinalité implique la 
onje
ture deBeigelLemmeSi une fon
tion f peut être 
al
ulée grâ
e à moins de n requêtes à unora
le pour un 
ertain entier n, alors il existe un ensemble S d'au plus
2n fon
tions partielles ré
ursives tel que :

∀x ∈ N,∃g ∈ S, f (x) = g (x)
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ulée grâ
e à moins de n requêtes à unora
le pour un 
ertain entier n, alors il existe un ensemble S d'au plus
2n fon
tions partielles ré
ursives tel que :

∀x ∈ N,∃g ∈ S, f (x) = g (x)On se pla
e dans les hypothèses de la 
onje
ture de Beigel : #A,2n est
al
ulée par une ma
hine de Turing qui ne fait pas plus de n appels àson ora
le. La fon
tion G demandée par le théorème de 
ardinalité est
al
ulée en prenant l'ensemble des valeurs retournée par les 2n fon
tionspartielles ré
ursives obtenues grâ
e au lemme.François-Régis André () Le théorème de 
ardinalité 27 janvier 2010 5 / 10



Arbres binairesOn 
onsidère des arbres binaires éventuellement in�nis représentés parl'ensemble de leurs noeuds. On représente un noeud par le 
hemin faitdepuis la ra
ine pour l'atteindre, 
'est-à-dire par un mot sur {0, 1}. Unarbre est don
 un ensemble de mot 
los par pré�xe. On appelle bran
hed'un arbre in�ni T tout mot in�ni dont les pré�xes sont tous des noeudsde T .
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'est-à-dire par un mot sur {0, 1}. Unarbre est don
 un ensemble de mot 
los par pré�xe. On appelle bran
hed'un arbre in�ni T tout mot in�ni dont les pré�xes sont tous des noeudsde T .De�nitionSoient T1 et T2 deux arbres, on dit que f : T1 → T2 est un plongementde T1 dans T2 lorsque pour tout t1 ∈ T1,t1 est un sous-mot de f (t1).Lorsqu'un arbre se plonge dans un autre, on retrouve don
 sa stru
turedans 
elle du se
ond. On note Bn l'arbre binaire 
omplet de profondeurn et on appelle rang d'un arbre T l'entier n maximal s'il existe tel que
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Arbres ré
ursivement énumérables de rang �ni
LemmeSi T est un arbre ré
ursivement énumérable de rang �ni alors toutes lesbran
hes de T sont ré
ursives.
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Arbres ré
ursivement énumérables de rang �ni
LemmeSi T est un arbre ré
ursivement énumérable de rang �ni alors toutes lesbran
hes de T sont ré
ursives.Démonstration.On 
onstruit un algorithme qui 
al
ule à partir d'une profondeurdonnée le noeud de la bran
he t à 
ette profondeur.
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Propriétés 
ombinatoires des arbres binairesLemmePour tout n ∈ N et tout 2-
oloriage c : B2n → {0, 1}, il existe unplongement g mono
hromatique de Bn dans B2n.
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oloriage c : B2n → {0, 1}, il existe unplongement g mono
hromatique de Bn dans B2n.LemmePour tout n ≥ 1 et tout arbre T de rang rg (T ) ≥ 4n − 2, il existe desnoeuds t1, . . . , t(n+1) de T , des entiers x1 ≤ . . . ≤ xn et b ∈ {0, 1} telsque :pour tous i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n+1 : tj (xi) =
{

b si i ≥ j

1 − b si i < j
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hromatique de Bn dans B2n.LemmePour tout n ≥ 1 et tout arbre T de rang rg (T ) ≥ 4n − 2, il existe desnoeuds t1, . . . , t(n+1) de T , des entiers x1 ≤ . . . ≤ xn et b ∈ {0, 1} telsque :pour tous i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n+1 : tj (xi) =
{

b si i ≥ j

1 − b si i < jEn parti
ulier, {∑n
i=1 tj (xi) |1 ≤ j ≤ n + 1} = {0, . . . , n}.François-Régis André () Le théorème de 
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Démonstration du théorème de 
ardinalité
ThéorèmeSi pour m ∈ N, il existe une fon
tion G ré
ursive
N

m → P ({0, . . . ,m}) − {{0, . . . ,m}}, telle que pour tous
(x1, . . . , xm) ∈ N

m :
#A,m (x1, . . . , xm) ∈ G (x1, . . . , xm)alors A est ré
ursive.
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Démonstration du théorème de 
ardinalité
Démonstration.D'après l'hypothèse on peut 
onstruire un arbre ré
ursivementénumérable :
TG =

{

t ∈ {0, 1}∗ |∀x1 ≤ . . . ≤ xm ≤ |t|,
∑m

i=1 t (xi) ∈ G (x1, . . . , xm)
}Cette dé�nition 
ontredit la 
on
lusion du pré
édent lemme, don
l'hypothèse du lemme n'est pas véri�ée par TG : TG est don
 de ranginférieur à 4m − 2 don
 �ni ! Or χA est une bran
he de TG, arbreré
ursivement énumérable de rang �ni, don
 χA est ré
ursive.
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