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1 Introduction

Le A-calcul est un modéle de calcul introduit par Church et Kleene dans les
années 1930, afin d’étudier les propriétés générales de certaines fonctions. Le
A-calcul peut étre vu comme le plus simple des langages de programmation. Il
est counstitué d’une seule régle de transformation (celle de la substitution) et
d’une unique fagon de définir des fonctions.

Dans ce modéle, les fonctions sont définies par une suite de symboles qui
constituent les Ad-expressions et non pas par des ensembles de paires comme dans
la théorie des ensembles. La définition de fonction du A-calcul permet mieux de
voir ce que calcule une fonction et comment elle le calcule.

Le A-calcul a inspiré certains langages de programmation comme LISP, ses
relatifs et d’autres langages fonctionnels.

1.1 Deéfinitions et Régles de calcul

Une M-expression est soit une variable, soit une fonction, soit ’application d’une
A-expression & une fonction. Formellement les A-expressions sont définies induc-
tivement comme suit.

Définition 1 (A-expression).

< A — expression > < wariable > | < application > | < fonction >
< fonction > = X < variable > . < X\ — expression >
< application > := (< X\ — expression >) < \ — expression >

Ainsi dans une définition de fonction, la variable devant A devient le paramétre
qu’on utilise dans ’expression qui suit. Le syntaxe nous permet d’écrire les \-
expressions suivantes, données avec leur équivalent en Caml et en Lisp.

Exemple 1.
A-expression Caml Lisp
Ax.x (fun z -> z) (lambda () (z))
Az.(f)z (fun x -> f z) (lambda(z) (f )

AfAgAe(f)(g)x (fun fga-> (f(9x)) (lambda (fgx) (f(g))



Définition 2. L’ensemble V(F) des variables d’une \-expression E est I’ensemble
de tout symbole de variable qui apparait dans cette expression.

1. V(x) = {a} pour une variable x
2. V(Ax.P) =V (P)U{z}
3. V((P)Q) =V (P)UV(Q)

Définition 3. Une occurence d’une variable x est dite liée si elle apparait dans
une sous-expression de la forme A\x.P. Sinon on dit qu’elle est libre.

Définition 4. L’ensemble F(E) des variables libres de l’expression E est définie
par induction comme suit:

1. F(z) = x pour une variable =

2. F(\z.P) = F(P) — {z}

3. F((P)Q) = F(P)UF(Q)
Remarque 1.

1. Une variable peut avoir des occurences libres et lies dans une méme ex-
pression. Par exemple dans (x)\z.x, la premiére occurence de x est libre,
alors que les deux autres sont liées.

2. Une variable liée dans une \-expression peut étre libre pour une sous-
expression. Par exemple, la variable x est liée dans Ax.x mais libre dans
Sa SOUS-eTPTESSION X .

Conformément au sens commun, on considére que deux fonctions sont égales
si elles ne different que des noms de leurs parameétres. Ainsi on va définir
une relation d’équivalence qui regroupe les A-expressions qui ne difféerent que
des noms de leurs variables liées. Pour cela, on aura besoin de renommer les
variables d’une expression. Il s’agit de substituer toute occurence d’une variable
par une autre.

Définition 5. S’il s’agit de renommmer x par z, la nouvelle expression est
obtenue comme suit:

{e/ate =2
Az/rty =y siz#y

(/eI E = Ao {z/a}E

A/ N.E = My {z/0)E siz £y
Az/@INEN) By = ({z/2} Ed){z/2} By

On peut maintenant définir la a-conversion.
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Définition 6. Pour une expression de la forme \x.P, on définit la a—conversion
pour une variable z ¢ V(P) par:

Ae.P —q Az {z/x}P

On note que cette régle ne fait pas partie du langage du A-calcul. Clest
uniquement une facon d’obtenir une nouvelle expression a partir d’une autre.
Cette transformation définit une relation d’équivalence.

Définition 7. On note B =, Es si
1. E1 = FEy = x pour une variable x
2. Ey=(MN), Es=(M"N)etM=,M et N=,N'
3. By = (\x.P), Es = (\y.Q) et P =, {y/x}Q

Définition 8. Etant donné deuz \-expressions P, Q et une variable x, la sub-
stitution de QQ auz occurences libres de la variable x dans P, noté [Q/x]P, est
définie inductivement comme suit:

1. [Q/zlr =Q

- Q/ly=ysizFy

. Q/x] \x.E = \z.E

. Q/x]\y.E = \y.[Q/x)E six#yetsionar g F(E) ouy & F(Q)

CQ/x)\y.E = X2.|Q/x]z/yE pour un z ¢ V(E)UV(Q) si x # y,
z e F(E)etye F(Q)

6. [Q/x](Er)Es = ([Q/x]E1)[Q/ ] Ey

On note que dans le cas 5, on remplace la variable liée y par z avant
d’appliquer la substitution, afin d’éviter la capture de celle-ci qui a des oc-
curences libres dans Q.
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Exemple 2.
Considérons la substitution

En appliquant le cas 6, on obtient,

(A2 Ay (y)z/ ] du(@)u) (A2 Ay (y) 2/ ) (u)x)
et par les cas 4 et 6,
(Au.[Az.Ay.(y)z/z](z)u) ([A=z. Ay (y) 2/ 2]u) (A2 Ay (y) 2/ z]x)

Au.([Az.My.(y)z/z]x) [Nz Ay (v) 2/ x]uw) (u) Az Ay (y) 2
=(Au.(Az. \y.(y)2)u) (u) Az y.(y)z



La régle de substitution est exprimée dans le A-calcul par la forme (Az.P)Q
qu’on appelle 8 — redex. On munit les A-expressions d’une sémantique: on
décide qu’on peut faire une substitution de x par @@ dans P dés qu’on voit un
B — redex (Ax.P)Q@. On appelle cela la régle de 3.

Définition 9 (La régle de 3). On note M —g N si N est obtenue en réduisant
un B-redex dans M :

B)  (.P)Q —p[Q/z]P

L’expression obtenue a l’application de cette régle s’appelle le contractum.

Méme si on n’a pas encore donné un sens aux A-expressions, on voit bien
que ’application de la régle de 3 ne change pas la "sémantique" d’une fonction.
On aimerait construire une classe d’équivalence ot chaque classe est stable par
I’application de la régle de 8. Pourtant, contrairement a la régle de «, la régle
de B n’est pas symétrique. On va donc définir une relation d’équivalence en
considérant la reflexivité, et la cloture symétrique et transitive de la régle de (.
On définit d’abord la B-réduction, qui est une relation d’ordre.

Définition 10. La relation =3 appelée 3-réduction est défini comme suit:

~

.M =g N siM=, N

.M =g N siM—gN

. (M)E =3 (N)E et (E)M =3 (E)N si M =3 N
. Ar.M =g Xx.N si M =g N
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. M =3 N s’il existe E tel que M =3 E et E =3 N.

Ainsi, le cas (1) exprime la reflexivité. Les cas (2), (3), (4) servent & étendre
la définition par induction et le cas (5) exprime la transitivité. Enfin, on définit
la B-équivalence qui introduit la symétrie.

Définition 11. La relation (-équivalence est définie comme suit
1. M =g N si M =g N ou N =5 M
2. (M)P=3(N)Q si M =g N et P=5Q
3. Ax.M =g Ax.N si M =g N
4. M =g N s’il existe E tel que M =g F et E =g N.

Définition 12. On dit qu’une expression est sous la forme normale si elle ne
contient aucun B — redex. Si pour une expression E, il existe N sous la forme
normale, tel qu'on ait E =g N, on dit que N est la forme normale de E.



Intuitivement la forme normale, est une expression (3-équivalente qui ne peut
pas étre réduite davantage. Il existe des A-expressions qui n’admettent pas de
forme normale.

Considérons ’expression

Az.(x)z)\e.(x)z

Si on note w := Az.(x)z, en appliquant la régle de 3

Az.(2)r)w =(w)w
=(A\z.(z)x)\x.(v)x

Ainsi, on retrouve I’expression de départ: On ne peut pas "réduire" cette ex-
pression.

Une forme normale s’interpréte comme un résultat de calcul. L’intéret de
définir la relation d’équivalence précédente est de rassembler dans une classe
toutes les A-expressions ayant le méme "résultat". Ce "résultat" n’est pas unique
a priori. Mais on montre dans la section suivante qu’il est.

2 Théoréme de Church-Rosser

Le théoréme de Church-Rosser affirme que, sous réserve d’existence, la forme
normale d’une A-expression est unique & a-conversion prés. Une autre con-
séquence est que la forme normale peut étre obtenue en un nombre fini de ré-
ductions, a partir de n’importe quelle A-expression d’une classe de 3-équivalence.
On commence par énoncer d’abord les deux lemmes suivants.

Lemme 1 (Lemme de la bande). Si on a M —g M' et M =3 N, alors il existe
N’ tel que M' =3 N’ et N =5 N'.

Figure 1: Le lemme de la bande

Le lemme du diamand suivant est une conséquence du lemme de la bande.

Lemme 2 (Lemme du diamand). Si M =3 M’ et M = N, alors il existe N’
tel que M’ =3 N' et N =3 N'.

Preuyve. 11 suffit d’itérer le lemme précedent autant de fois que du nombre déri-
vation de la réduction M =3 M’.
Soient M = My,..., M, = M’ les expressions obtenues étapes par étapes au



cours de la réduction de M en M’. On définit la suite N; par récurrence de
la fagon suivante: Pour £ = 1 on pose Ny = N. Pour k > 2, Ny_ étant déja
défini, on applique le lemme de la bande & My_1, My et Ny_;. Comme on a
M1 =3 Np—1 et My_1 —g My, on pose Ny I'expression que le lemme nous
fournit.

I’éxpression N, ainsi construite convient.

M B Moo Mo g M
B B B B
— - - - e
N 8 N, N B N

Figure 2: Le lemme du diamand

O

Muni du lemme du diamand, on peut démontrer le théoréme de Church-
Rosser.

Théoréme 1. Si M et N sont deux A-expressions 3-équivalentes, alors il existe
une A-expression Z telle que M =g Z et N =5 Z.

Preyve. On fait une récurrence sur le nombre de [(-réductions qui prouvent
M =3 N.

Si M =3 N, On peut prendre Z = N.

Sinon, il existe L différent de M et de N tel que M =3 L et L =3 N. Par
hypothése de récurrence, il existe Z1 et Zs tels que M =3 Z1 <g L =3 Zs <3
N. En appliquant le lemme du diamand & L on trouve une expression Z qui

convient (voir la figure 3). O
M\ L N
N 4
AN 4
ZYS

Figure 3: Théoréme de Church-Rosser

Il reste & démontrer le lemme de la bande. Pour cela, on étend le langage
du A — calcul en introduisant le symbole A dont on va se servir pour marquer
certains S-redex. Donc on ajoute a la définition 1 "axiome suivante:

< fonction >:= A < variable > . < A\ — expression >

On appelle les formules de ce nouveau langage A-expressions.



Notation 1. Pour deuz expressions M et N, on continue de noter M =g N si
M se transforme en N uniquement par des réductions des B-redex de la forme
(Az.P)Q.

On note M =3 N si M se transforme en N par des réductions de (Az.P)Q ou

(Az.P)Q.

Définition 13. On définit deux fonctions |-| et ¢ de l'ensemble des \-expressions
dans l’ensemble des A-expressions de la facon suivante.

o Pour une A-expression M, |M| est Uexpression obtenue en remplagant les

A par des A.

e Pour une A-expression M, ¢(M) est 'expression obtenue en (-réduisant

les B-redex ‘marqués’ i.e. de la forme (Az.P)Q. On définit ¢ formellement

par induction: Pour une variable x et les expressions M et N,

o(z) =z

P((M)N) = (¢(M))p(N)

P((Ax. M)N) = (Az.¢(M))¢(N)

P((Az.M)N) = [¢(N)/z]p(M).
Notation 2. Si |[M| = N ou ¢(M) = N, on note M = N ou M =4 N
respectivement.

On aura besoin du lemme suivant.
Lemme 3. Sixz #y ety & F(P), alors
[P/2][Q/y|M = [[P/x]Q/y][P/=]M.
Preuyve. On fait une induction sur la structure de M. O
Lemme 4. Soient M et N deux A-expressions. Alors p([N/x]M) = [¢p(N)/z]p(M).
Preuve. On fait une induction sur la structure de M.
Si M =x ou M =y avec y # = c’est trivial.
Si M s'écrit M = (F1)E2. On a
O([N/x]M) = ¢(([N/x](Er))[N/x]E2)
= (¢([N/x]EL))[o(N)/z]p(E2) par hypothése d’induction
= [¢p(N)/x](E1)E2
= [p(N)/x]M
Si M =(\z.P)Q, quitte a renommer z, on peut supposer z # z. On a

o([N/z](Az.P)Q) = ¢((Az.[N/z]|P)[N/z]Q)
= [o([N/2]Q)/=|o([N/x]P)
= [[0(N)/2](Q)/=][¢(N)/x]¢(P)  par induction
= [p(N)/z][¢(Q)/z]¢(P)en appliquant le lemme 3
= [¢(N)/z]o((A2.P)Q)

Si M = (A\z.P)Q alors, p(M) = (Az.¢(P)é(Q)) et on conclut par induction. O



La proposition suivante exprime le fait que si M =3 N alors on a une
certaine liberté de I’ordre dans lequel on fait les réductions det A. En fait, en
réduisant d’abord tous les A, en suite un certain nombre de A, on peut obtenir
Pexpression ¢(NV).

Lemme 5. Si M =3 N, alors ¢(M) =5 ¢(N).

Preuve. On fait une récurrence sur le nombre de réduction.
Cas 1(a). La réduction est simplement (Az.P)Q —g3 [Q/x]P

P((Az.P)Q) =
= (Az.¢(P))¢(Q)

—p [0(Q)/7]
= ¢([Q/z]|P) par le lemme précedant

Cas 1(b). La réduction est simplement (Az.P)Q —5 [Q/x]|P

P((Az.P)Q) =

= [0(Q)/=]o(P)
= ¢([Q/x]P) par le lemme précédant

Cas 2(a). M =3 N sécrit (Z)P =35 (Z)P’ et se déduit directement de P =4
P’, alors par induction, on a ¢(P) —4 ¢(P’) et donc ¢(ZP) —5 ¢(ZP'). -
Cas 2(b), 2(c). M =5 N sécrit (P)Z =3 (P')Z ou Ax.P =4 \z.P’ et se
déduit directement de P =5 P’. Cas similaire au cas 2(a). B

Cas 2(d). M =5 N s'écrit (Az.P)Q =3 (Az.P")Q" et se déduit directement de

P —3 P’ et Q —p Q. Par induction on a ¢(P) =3 ¢(P’) et ¢(Q) =5 ¢(Q’).
Alors, a

(Az.P)Q) = [9(Q)/x]o(P)
8 [6(Q")/z]¢(P)
= ¢((Az.P)Q)

Cas 3. M =p N se déduit directement de M =3 L et L =3 N. Alors par
induction, ¢(M) =5 ¢(L) =5 ¢(N). O

Lemme 6. Soit M une \-expression. Si |M| = M’ et ¢(M) = M", alors
M =5 M.

Preuve. Induction sur M.

Cas 1. Si M = z alors |z| = ¢(x).
Cas 2. Si M = (P)Q alors |(P)Q)]
Cas 3. Si M = Az.P, alors |Az.P)|

(IPDIQ[ =p ¢(P)¢(Q), par induction.
= Az.|P| =3 Az.¢(P), par induction



Figure 4:

Cas 4. Si M = (Az.P)Q, alors

|(Az.P)Q| = (Az.|P])|Q
=5 (Az.¢(P))6(Q)
=5 [¢(Q)/x]p(P)
= o([Q/xP)

O

Lemme 7. Soit M une A-expression. Si |M|= N et N =3 N', alors il existe
une \-expression M’ tel que M =5 M'.

Figure 5: Lemme 7

Preuve. On fait une démonstration comme précédemment par induction, en
utilisant le fait que |[Q/z]P| = [|Q|/z]|P|. Intuitivement, I'idée est qu’on peut
appliquer & M, les méme les réductions qui transforment N en N’ par des (3-
réductions. o

Preuve du lemme de la bande. Soit R = (A\x.P)Q le S-redex qu’on réduit dans
M —pg M’. Notons M" la A\-expression obtenue en remplagant le premier A de
M par )\. La situation est représentée dans la figure suivante.

Par I’application du lemme 7 & M, M et N, on a ’existence de I’expression
N"; par le lemme 5 celle de N’; et par le lemme 6 on a la derniére connexion
N =3 N'. L’expression N ainsi obtenue convient. O



B~ /\

~
VA =g
N

Figure 7: Le lemme de la bande
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