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Résumé

Etant donné le travail effectué sur les langages rationnels, on peut
construire, & ’aide d’une nouvelle opération, dite d’itération infinie, une
classe plus grande de langages : les langages w-rationnels, qui & la dif-
férence des précédents, peuvent contenir des mots infinis. Aprés avoir
fixé des définitions, on verra que certains résultats s’étendent naturel-
lement & ces nouveaux langages comme le théoréme de Kleene, alors que
d’autres, comme l'algorithme de la déterminisation, deviennent plus pro-
blématiques.

1 Langages w-rationnels

Dans cette partie, A désigne un alphabet fini.

On appelle mot infini sur A toute suite infinie (an)nen d’éléments
de A, que l'on notera simplement par juxtaposition apaiasz...an.... On
note A“ I’ensemble des mots infinis sur A. Rappelons aussi qu’on note
A* I'ensemble des mots finis sur A et AT = A*\ {¢}. On note alors A*
Pensemble A* U A* des mots (finis ou infinis) sur A. On appelle langage
sur A tout sous-ensemble de A™.

L’opération de concaténation s’étend alors de la maniére suivante : si
U = apai...an est un mot fini sur A et v = bob1... est un mot infini,
le produit uv est le mot infini apai ...anbob1 .... On se gardera bien de
concaténer deux mots infinis. On définit aussi le produit d’une infinité de
mots non vides : si pour tout entier n, un = an,0an,1 ... an,1, €st un mot
fini non vide, le produit des mots u, est le mot infini

uoui ...Un ... = Q0,000,1 - - - a0,10a1,0a1,1 Q10 - 000001 - - Ay, - -

Maintenant, si L1 et L2 sont deux langages sur A et si L1 ne contient que
des mots finis, on peut définir leur produit

LiLy ={uv|u € Lietv € Lo}

La notion de périodicité s’étend elle aussi de maniére tout a fait in-
tuitive : le mot infini u = aopai ... est dit périodique s’il existe entier p
tel que pour tout entier n, on ait ant+p = an, et cet entier p est alors
appelé une période de u; ce mot est dit périodique a partir du rang k si
le mot arak+1 ... est périodique; il est dit ultimement périodique s’il est
périodique & partir d’un certain rang.



Il nous reste & définir opération d’itération infinie : pour tout langage
L C A* différent de & et de {e}, on définit le langage

LY = {uoui...|Vn €N, u, € L\{e}}

Par convention, on pose aussi @* = @ et {e}* = {e}. Si maintenant
L = {u} pour un mot fini u = apai...an, L* est composé de 'unique
mot uul... = aodi...aAnaod1 -..Anaod1 ... que 'on notera u® (et qui

admet donc pour période n + 1).

On peut maintenant introduire les langages w-rationnels sur A :
Définition 1.1. La classe des langages w-rationnels sur A est le plus petit
ensemble Rat(A“) de langages sur A tel que

1. @ € Rat(A®”) et pour tout lettre a € A, {a} € Rat(A*)
2. Rat(A®) est stable par union finie
3. Pour tout L1 C A" et tout Lo C A, L1 € Rat(A¥) et Lo €
Rat(A*) impliquent L1Ls € Rat(A“)
4. Pour tout L C A*, L € Rat(A*) implique L* € Rat(A¥) et L* €
Rat(A*)
On voit donc immédiatement que les langages rationnels sont w-rationnels.

Ezemple 1.1. Le langage L des mots infinis sur I'alphabet {a,b} n’ayant
qu’un nombre fini d’occurences de b est w-rationnel car il s’écrit

L=(a+b)a”

Son complémentaire dans A“ qui est ’ensemble des mots infinis sur 1’al-
phabet {a, b} ayant un nombre infini d’occurences de b est aussi w-rationnel
car il s’écrit
A\L = (a™b)”
On établit maintenant un théoréme donnant une forme générale pour
les langages w-rationnels.

Théoréme 1.1. Un langage est w-rationnel si et seulement s’il s’écrit
comme union finie de langages de la forme XY* ou X et Y sont des
langages rationnels sur A.

Démonstration. Notons R I'ensemble des langages sur A s’écrivant comme
union finie de langages de la forme XY avec X, Y langages rationnels.
D’abord, on a vu que Rat(A“) contient tous les langages rationnels.
Comme Rat(A“) est stable par produit et par itération infinie, on obtient
que si X et Y sont deux langages rationnels, XY* € Rat(A“). Puisqu’il
est aussi stable par union finie, il vient que R C Rat(A“).
Réciproquement, pour tout langage X € Rat(A%), on a

X=(XNA")U(XNAY)

et il suffit donc de montrer que
a) X N A" est un langage rationnel
b) XNA*eR



pour obtenir que X € R. Notons alors £ la classe des langages X vérifiant
a) et b). Montrons que Rat(A*) C £. Il est clair que @ € £ et que pour
toute lettre a, {a} € £. De plus, si X € £ et Y € £, le langage

(XUY)NA"=(XNAHU(Y NAY
est rationnel et puisque 1'on a aussi
(XUY)NAY=(XNAY)U (Y NAY)

X UY vérifie a) et b), et donc £ est stable par union finie. Par ailleurs,
si X C A" et Y C A sont dans &, le langage X = X N A™ est rationnel.
Par suite, le langage (XY)N A* = X(Y N A") est rationnel; et puisque
Y NA“ € R, en utilisant la distributivité & droite du produit par rapport
a 'union, il vient que (XY)N A = X(Y N A¥) appartient & R. Enfin, si
X C A" est dans £, on a vu que X est rationnel. Comme X*NA* = X* et
XNAY = @, on obtient que X™* € £ ; et en écartant les cas simples X = &
et X ={e},ona X“NA" = et X*NAY = X¥ dou X¥ € £. Ainsi,
avec la définition des langages w-rationnels, on obtient par minimalité de
Rat(A*) que Rat(A*) C € ce qui achéve la preuve. |

2 Automates de Biuchi

La définition formelle des automates de Biichi est la méme que celle des
automates finis reconnaissant les langages rationnels, que 'on désignera
ici par automates traditionnels : un automate de Biichi est un quintuplet
A= (Q,A E I F)ou Q@ est un ensemble fini d’états, A un alphabet, E
une partie de Q X A x @ donnant les transitions, I une partie de ) corres-
pondant aux états initiaux, et I’ une partie de ) correspondant aux états
finaux. On ne reviendra pas sur les autres définitions usuelles (complétude,
déterminisme, émondage ...) qui ne différent en rien des automates tradi-
tionnels. La notion de chemin infini est ’extension naturelle de la notion
de chemin fini : c’est une suite infinie de transitions consécutives, c’est &
dire une suite d’éléments de E de la forme ((gn, an, gn+1))nen. L'étiquette
de ce chemin est alors le mot infini apas .... Cela dit, il nous est main-
tenant indispensable de décider d’'un mode d’acceptation pour les mots
infinis :

Définition 2.1. Soit A = (Q, A, E, I, F) un automate de Biichi.

Un chemin infini ((gn, an, gn+1))nen dans A est dit acceptant si go € I
et s’il existe une infinité d’entiers n tels que ¢, € F, c’est a dire que I'état
d’ou il part est un état initial de A, et qu’il “visite” ’ensemble des états
finaux une infinité de fois.

Un mot infini v sur A est alors dit accepté par A s’il existe dans A un
chemin acceptant d’étiquette wu.

On notera L*(A) 'ensemble des mots infinis acceptés par 'automate
de Biichi A.

Enfin, un langage L C A“ est dit reconnaissable s’il existe un automate
de Biichi A tel que L = L¥(A).

Avant de donner des exemples, notons qu’un chemin C dans un au-
tomate de Biichi A = (Q, A, E, I, F) visite F' une infinité de fois si et



seulement s’il existe un état final f tel que C passe une infinité de fois par
f : on peut appliquer le lemme des tiroirs étant donné qu’on s’est placé
dans le cadre ou I’ensemble des états est fini.

Ezxemple 2.1. Le langage accepté par 'automate de Biichi de la figure 1 est
lensemble a(a”b)* des mots commengant par a et contenant une infinité
d’occurences de b. Cet automate peut étre associé a la fonction “prédire
la prochaine lettre lue”. Il n’est pas déterministe.

b
F1G. 1 — Automate de Biichi reconnaissant a(a*b)*
Exemple 2.2. Le langage accepté par 'automate de Biichi de la figure 2
est ensemble {a,b}"a” des mots n’ayant qu’un nombre fini d’occurences

de b. Notons que le langage rationnel accepté par 'automate traditionnel
associé est I’ensemble {a,b}" de tous les mots finis sur {a, b}.

a,b a

F1G. 2 — Automate de Biichi reconnaissant {a,b}*a*

On peut d’ores et déja énoncer une proposition donnant une contrainte
pour qu’un langage soit reconnaissable par un automate de Biichi.

Proposition 2.1. Tout langage non vide reconnaissable par un automate
de Biichi contient un mot ultimement périodique.

Démonstration. Soit L un langage non vide reconnu par un automate de
Biichi A = (Q, A, E, I, F). Comme L est non vide, il existe un mot u € L
qui est I’étiquette d’un chemin C acceptant dans A. On a vu qu’il existe un
état f € F par lequel C passe une infinité de fois. Le mot u se décompose
donc en uouiw o ug est I'étiquette d’un chemin fini partant d’un état
initial de A et arrivant en f, u; I'étiquette d’un chemin fini de longueur
strictement positive d’extrémités toutes deux égales a f, et w un mot infini
sur A. On voit alors que le mot infini uou$. est accepté par A et il est
bien siir ultimement périodique. |

De la méme maniére que pour les automates traditionnels, on peut
associer & tout automate de Biichi un autre automate de Biichi reconnais-
sant le méme langage et qui soit émondé, ou complet. Les algorithmes de
complétion et d’émondage sont rigoureusement les mémes et par consé-
quent préservent encore le déterminisme. Par contre on ne s’intéresse plus



a l’idée de normalisation qui est incompatible avec le mode d’acceptation
avec lequel on travaille.

Le prochain énoncé donne ’extension du théoréme de Kleene pour les
langages w-rationnels.

Théoréme 2.2. Un langage L C A® est w-rationnel si et seulement s’il
est reconnaissable par un automate de Biichi.

Démonstration. Dans un premier temps considérons un langage L reconnu
par un automate de Biichi A = (Q, A, E,I,F) et montrons qu’il est w-
rationnel. Pour chaque paire d’états (q,q’) de A on introduit 'automate
traditionnel A, = (Q, A, E,{q},{q'}), le langage L* (A, ,/) contenant les
mots acceptés par A, o et le langage LT (A, /) = L* (A, )\{e}. Dans
ces conditions, on a ’égalité

L= |J L'(An)L"(App)”

(i,f)EIXF

En effet, si L’ désigne le membre de droite de ’égalité, 'inclusion L' C L
est évidente et I'inclusion L C L’ provient du fait que si un mot est
accepté par A, il est I'étiquette d’un chemin acceptant C qui passe donc
une infinité de fois par un état final f € F'. Mais alors, par le théoréme de
Kleene pour les langages rationnels, pour chaque paire (7, f), les langages
L*(A;,f) et L1 (Ay f) sont rationnels. Comme I x F est fini, on conclut
avec le théoréme 1.1 que L est w-rationnel.

Pour établir la réciproque, on voit par le théoréme 1.1 qu’il suffit de
montrer que pour tous langages rationnels X, Y, le langage XY* est
reconnu par un automate de Biichi, et que la classe des langages recon-
naissables par un automate de Biichi est stable par union finie. Soient
donc X et Y des langages rationnels. Ecartons provisoirement le cas ol
le mot vide appartient & X. On sait qu’il existe deux automates tradi-
tionnels normalisés A = (Q, A, E, {i},{f}) et A" = (Q, A, E,{i'},{f'})
reconnaissant respectivement les langages X = X\{e} et Y\{c} et tels
que Q N Q" = @. On construit alors un automate de Biichi reconnaissant
XY en fusionnant les états f, i’ et f/ comme indiqué & la figure 3.

F1G. 3 — Automate de Biichi reconnaissant XY%

De maniére formelle, on construit I’automate de Biichi
B=((QUQN\{, f},A EUEUEU E», {i},{f})
reconnaissant XY“ en posant
Eo={(f,a,/)|(,a,f) € E'}
Ev={(fa,9) g€ Q\{i", f'} et (", a,q) € E'}



Ex={(g,a,f)|a€ Q\{i, fYet (q.a,f) € E'}
Si maintenant le mot vide appartient & X, il suffit de déclarer également
létat f de B comme état final. Cela montre que XY est reconnaissable
par un automate de Biichi, pour tous langages rationnels X et Y.

Pour finir, soient X, Y deux langages reconnaissables par des auto-
mates de Biichi, respectivement A = (Q, A, E,I,F)et A’ = (Q", A, E',I', F").
Quitte & renommer les états on peut supposer @ et Q' disjoints. E et
E’ s’identifient alors a des parties de (Q U Q') x A x (Q U Q’). On ob-
tient alors sans difficulté que X UY est reconnu par ’automate de Biichi
(QUQR',A,EUE' TUI' FUF'). Cela montre que la classe des langages
reconnaissables par des automates de Biichi est stable par union finie. 0O

3 Déterminisation des automates de Biichi

On sait que par un procédé algorithmique, on peut sans probléme dé-
terminiser tout automate traditionnel. En ce qui concerne les automates
de Biichi, la déterminisation est plus délicate voire méme parfois impos-
sible. On verra en effet qu’il existe des langages w-rationnels non déter-
ministes, c’est a dire qui ne peuvent étre reconnus par un automate de
Biichi déterministe.

L’étude du probléme nécessite I'introduction d’un nouvel opérateur :
si L est un langage sur un alphabet A ne contenant que des mots finis, on
note T I’ensemble des mots infinis sur A qui ont une infinité de préfixes
dans L.

Ezemple 3.1. Donnons la valeur de ce nouvel opérateur en quelques lan-
gages particuliers :

1. Si L = a™b, alors =0

—

2. Si L = (ab)*, alors L = (ab)®.

3. Si L est 'ensemble (a*b)™ des mots finis sur 'alphabet {a,b} termi-
nant par b, alors T est lensemble (a™b)® des mots infinis sur {a, b}
contenant une infinité d’occurences de b.

Dans ces exemples, on voit qu’a partir d’un langage rationnel L, 'opé-
rateur — nous a fourni un langage T w-rationnel. Plus précisément, on
montrera dans la suite qu’a tout langage rationnel L C _1}4*', on peut

associer un automate de Biichi déterministe reconnaissant L , et récipro-
quement.

Ezemple 3.2. Le langage L = (a + b)*a® des mots n’ayant qu’un nombre
fini d’occurences de b n’est pas de la forme Lo pour Lo C AT. En effet,
supposons que ce soit le cas. Le mot u = ba® a donc un préfixe u; = ba™*
dans Lo. Le mot ba™'ba” qui est dans L, a alors un préfixe uz = ba"!ba™?
dans Lo. On construit ainsi par récurrence une suite (ux)r>1 de mots de
Lo et une suite (ng)r>1 d’entiers tels que

Vk > 1, up = ba"™' ba"?...ba"*

Le mot infini w = ba™'ba™ ... a alors une infinité de préfixes dans Lo (les
ug) et est donc dans L ce qui est absurde puisqu’il contient une infinité



de b. En utilisant le résultat annoncé plus haut, le langage L ne peut étre
reconnu par un automate de Biichi déterministe. Cela prouve qu’il existe
des langages w-rationnels ne pouvant étre reconnus par un automate de
Biichi déterministe.

Proposition 3.1. Soit A = (Q, A, E,{i}, F) un automate de Biichi dé-
—

terministe. Alors L*(A) = L1 (A) (ou LT (A) désigne le langage des mots
non vides acceptés par l'automate traditionnel A).

Démonstration. Siu € L¥(A), u est 'étiquette d’un chemin ((gn, @n, gn+1))nen
tel que go = i et tel qu’il existe une infinité d’entiers n vérifiant ¢, € F.
On peut donc construire une suite (ng)reny d’entiers naturels non nuls,
strictement croissante, telle que pour tout entier k, g», € F. On voit alors

que pour tout entier k, le mot aoai...an, est un préfixe de u et est ac-
_

cepté par Pautomate traditionnel A. Par conséquent, u € L1 (A).

Réciproquement, si u € LT (A), v admet une infinité de préfixes dans
LT (A). Comme A est déterministe, & chacun de ces préfixes, on peut as-
socier un unique chemin fini dans A partant de i et arrivant dans un état
final. De plus, toujours par déterminisme, si v et v’ sont deux de ces pré-
fixes tels que |v| < |v’|, alors v est un préfixe de v’ et le chemin étiqueté
par v dans A est le début du chemin étiqueté par v" dans A. Par consé-
quent, le mot infini u est bien ’étiquette d’'un chemin dans 'automate de
Biichi A et celui-ci est acceptant car il passe dans F' aprés la lecture de
chacun des préfixes de u qui sont dans LT (A). |

On établit maintenant le résultat précédemment annoncé.

Théoréme 3.2. Soit un alphabet A et un langage X C A%.

Le langage X est accepté par un automate de Biichi déterministe si et
—

seulement s’il existe un langage rationnel L C AT tel que X = L.

Démonstration. Si X est accepté par un automate de Biichi détermi-
niste A, alors LT (A) est rationnel et d’aprés la proposition précédente,
R r—

X = LT (A). Réciproquement, s’il existe un langage rationnel L C AT
—
tel que X = L, on peut choisir un automate (traditionnel) déterministe
A reconnaissant L. Toujours avec la proposition précédente, on obtient
—_—

que X = = LT (A) = L¥(A) et donc X est reconnu par 'automate de
Biichi déterministe .A. |

Pour finir, signalons un résultat trés important dans 1’étude des lan-
gages w-rationnels : pour tout alphabet A, Rat(A“) est clos par com-
plémentation dans A“. Il est possible de le montrer en introduisant les
automates de Rabin et de Muller, qui sont des automates sur les mots
infinis ayant un mode d’acceptation plus puissant que les automates de
Biichi (un théoréme de McNaughton montre que tout langage w-rationnel
est reconnaissable pas un automate de Rabin).



