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Introduction : Il s’agit ici d’exposer les liens entre arithmétique et auto-
mates & travers le théoréme de Cobham qui jouera le role de pierre angulaire tout
au long de I'exposé. Dans un premier temps on introduira la notion d’ensemble
k-reconnaisable et ’on y dégagera quelques résultats qui permettent de mieux
cerner le concept. On introduira en premier lieu la notion de k-reconnaissabilité
et on ’étudiera sur quelques exemples. Cependant plusieurs points de vue pré-
valent en ce qui concerne les ensembles k-reconnaissables et une partie du travail
consistera & démontrer ’équivalence des différentes notions et comprendre leur
complémentarité. Enfin on verra comment généraliser les résultats des parties
précédentes a des systémes de numération non standards.



Chapitre 1

Les ensembles
k-reconnaissables, premiers
exemples, énoncé du
théoréme de Cobham

On présente d’abord ici la notion de sous ensemble de N k-reconnaissable et
on étudie quelques exemples. On sera alors en mesure d’énoncer le théoréme de

Cobham.

1.1 Premiéres définitions

Posons ici des notations qui seront utilisées tout au long du mémoire : on
notera Xy = {0,...,k — 1} P’alphabet constitué des k premiers entiers (k > 1).
Si n € N on sait que 'on peut décomposer de facon unique n sous la forme
n = dik! + -+ dy ot pour tout i € {0,...,1} on a d; € ¥j, et d; > 0 (c’est
la décomposition de n en base k), on associe alors & n le mot [n]; de Xf :
[n]k = di...dy (c’est Pécriture en base k de n). On note de plus o I'applica-
tion N — X% qui a l'entier n associe [n]. De facon inverse & tout mot de 3
noté u = dp...d, on associe I'’entier dok™ + --- + d,, et on note vy cette appli-
cation. Clairement vy est une application surjective mais non injective et on a
vp oo = Id.

Définition-Théoréme 1.1 : Soit A C N les propositions suivantes sont alors équi-
valentes :

1. (i) Le langage o1 (A) est un langage rationnel.
2. (ii) Le langage v, ' (A) est un langage rationnel.

3. (iii) Il existe un langage rationnel L tel que v (L) = A.



Si I'une des propositions est, vérifiées on dit alors que A est k-reconnaissable.

démonstration : Puisque v, '(4) = 0%0y(A) et o(A) = v, '(4) N (ZF — 0%F)
on a clairement (i) < (4¢). De plus il est évident que (i) = (4¢7). Enfin pour
prouver que (iii) = (i) il suffit de voir que v; '(A4) = 0*[0*~1L].

Exemples :

- Si A={k"|n € N} alors o (A) = 10* donc A est k-reconnaissable.

- On verra plus loin que I’ensemble des termes d’une suite arithmétique est
k-reconnaissable pour tout k& > 1.

- Comme va le montrer la proposition suivante A = {n?|n € N} n’est pas
k-reconnaissable pour tout k& > 1 (en fait on verra que c’est plus généralement
le cas pour {n’ln € N}).

Proposition .2 :I’ensemble {n%|n € N} n’est pas k-reconnaissable pour tout
k> 1.

démonstration : Soit k > 1 et supposons que le langage L = {ox(n?)|n € N}
soit rationnel. Remarquons que Vn € N, (k — 1)"(k — 2)0"1 € L en effet :
vi((k — 1)"(k — 2)0"1) = (k"' — 1)2. Par le lemme de I'étoile In,p € N* tels
que VI € N, (k — 1)"*?(k — 2)0™1 € L alors que pour I > 0 pair c’est & dire
I =2mavecm >0ona: v((k—1)"tP(k —2)0"1) = 1 — 2k"+! 4 f2(ntmpt1)
et (k"tmptl 1)2 < 1 — 2l 4 g2(ntmptl) o (grtmpt)2 on aboutit donc A
une contradiction et {n?|n € N} n’est donc pas k-reconnaissable.

On peut réécrire les éléments de X} de la facon suivante : & u € ¥} on as-
socie la paire (z,y) ot z = vi(u) et y = |u| est la longueur du mot u. On
remarque de facon évidente qu’une telle représentation est injective au sens ot
deux mots de X} ne peuvent étre représentés par la méme paire. De plus si (z, y)
est une paire associée au mot u € X} on a x < kY et réciproquement si une paire
(z,y) € N est donnée telle que z < kY alors le mot u = 0™oy(x), pour un entier
m bien choisi, est associé a la paire (z,y). La concaténation de deux mots de
>} s’exprime de facon simple au niveau des paires d’entiers par :

(z,y) (2", y) = (K2 +2',y +y)

Il est alors facile de démontrer la proposition suivante :
Proposition 1.3 : Soit [ = kP avec k > 1,p > 0. Alors il existe un morphisme
injectif ¢ : ¥ — X} rendant le diagramme suivant commutatif :

* ¢ *
El Zk

N2




démonstration : On note (z,y)x pour les paires d’entiers associées aux éléments
de 37 Il suffit alors de poser ¢((z,y);) = (x, py)x et on vérifie que si z < ¥ alors
x < kPY car | = kP donc ¢ est bien définie. Les autres propriétés sont évidentes.

Un corollaire immédiat de la proposition précédente est 1’équivalence entre les
notions de k-reconnaissabilité et de kP-reconnaissabilité :

Corollaire 1.4 : Avec les notations de la proposition précédente, un ensemble
A C N est k-reconnaissable si et seulement si il est [-reconnaissable.

démonstration : Si A est k-reconnaissable alors v, ' (A) est rationnel et puisque
v, H(A) = ¢~ (v, (A)) on en déduit que v; '(A) est rationnel ie. A est -
reconnaissable.

Si maintenant A est [-reconnaissable alors o;(A) est rationnel et par consé-
quent ¢(o;(A)) Pest aussi. Puisque vg(p(o1(A))) = vi(0;(A)) = A on en déduit
que A est k-reconnaissable.

Maintenant, et avant d’énoncer le théoréme de Cobham, on va dévelloper quelques
résultats basiques concernant les ensembles k-reconnaissables. Il s’agira princi-
palement de traduire au niveau arithmétique les résultats bien connus en ce qui
concerne les langages rationnels. Ainsi 'utilisation du lemme de ’étoile fournit
immédiatement le résultat suivant :

Proposition 1.5 : Soit A C N un ensemble k-reconnaissable infini (k > 1). Alors
il existe des entiers a, b, ¢, d positifs avec b > 0,d > 0 tels que

Vn eN, e, = ak™ + bk,;dfll +ccA

démonstration : On pose L = o (A) qui est un langage rationnel, A étant infini
L Test aussi et par le lemme de I’étoile on en déduit immédiatement 1’exis-
tence de u,v,w € X} avec v # € tels que Vn € N uv™w € L et la proposition
s’en suit immédiatement puisque vy, (uv"w) = e, avec d = |wl|, a = vy (u)k!"!,
b= v (w)k" et ¢ = v (v).

Il est alors facile d’en déduire que I'ensemble des nombres premiers n’est pas
k-reconnaissable pour tout k£ > 1. Plus précisément on a le résultat suivant :

Corollaire 1.6 : Si A est un ensemble constitué uniquement de nombres pre-
miers et si A est k-reconnaissable (k > 1), alors A est fini.

démonstration : On reprend les notations de la propositions précédentes et on
suppose A infini. Alors Vn, e, € A or :

rd
entr = €n + ak™ (k™ — 1) + bkndE =L

On peut toujours choisir n tel que ni k%, ni k&% — 1 ne soient divisible par le
nombre premier e,,. Alors il existe r > 0 tel que e,|(k"? —1). On a alors pour un



tel choix de n et de r, e, |en4r et e, < en4y ce qui contredit que e,,4,- est premier.

Afin d’avancer plus loin dans notre étude des ensembles k-reconnaissables, on
introduit deux grandeurs associées & un ensemble d’entiers :

Si A={ag,...,a;,...} est un ensemble infini d’entiers les a; étant classés par
ordre croissant on pose alors :

Aj41

R4 = limsup

i—00 a;
et

D4 =limsup(ai+1 — a;)

11— 00

La proposition 1.5 nous permet immédiatement d’énoncer un premier résul-
tat :

Proposition 1.7 : Si A est un ensemble infini d’entiers k-reconnaissable alors
il existe un sous ensemble {a] < ah < ... <aj < ...} de A qui vérifie

limiﬂoo

pour un certain entier d > 0

Et A vérifie R4 < oc.

démonstration : Pour la premiére partie de la proposition il suffit de prendre
a; = e; ol les e; sont définis comme dans la proposition 1.5.
Ensuite pour ¢ assez grand il existe un entier j tel que :

li li
a;<a; < ai41<0j4
’
, . a .
Et par conséquent “<—iL et donc
: i

. €itr1
RA<k® = limi— oo s

i

Tl est alors facile d’en déduire par exemple que I'ensemble {i!|i € N} n’est pas
k-reconnaissable pour tout k& > 1.

Dans la méme direction Eilenberg montre dans son livre ([6]) ce qu’il appelle
"the gap theorem"’ dont on ne donnera pas la démonstration ici (voir [6]) :

Théoréme 1.8 : Soit A C N, si A est k-reconnaissable pour un certain k > 1
alors :



Ra>1
ou
Dy < oo
le ou étant exclusif

Une application simple du théoréme précédent est la suivante : Vb > 1 I’ensemble
A = {i®)i € N} n’est k-reconnaissable pour aucun k > 1. En effet on a alors
Ra=1et Dy = cc.

On va maintenant énoncer le théoréme de Cobham mais avant il faut encore
introduire une derniére notion : celle d’entiers multiplicativement indépendants.

Définition 7.9 : Deux entiers k et [ sont dits multiplicativement indépendants si
il n’existe pas d’entiers ¢ > 0 et p > 0 tels que kP = [9. Si ¢a n’est pas le cas on
dit alors qu’il sont multiplicativement dépendants.

Définition 7.10 : Un ensemble A d’entiers est dit ultimement périodique si
dN,p € N p > 0 tels que VneA, n>N=n + pcA.

Théoréme de Cobham(1969) .11 : Soient k et ! deux entiers multiplicative-
ment indépendants, un ensemble d’entiers & la fois k- et [-reconnaissable est
ultimement périodique.

Remarque : i)En utilisant 1.4 il est facile de voir que si k et [ sont multipli-
cativement dépendants alors un ensemble est k-reconnaissable si et seulement
si il est [-reconnaissable.

ii) Tl n’est pas trés dur de montrer, et nous le verrons au cours de dévellope-
ments ultérieurs, que tout ensemble ultimement périodique est k-reconnaissable
pour tout k > 1.



Chapitre 2

généralisation a plusieurs
dimensions, p-substitutions
logique et automates

Dans cette section nous allons essayer d’étendre la notion de p-reconnaissabilité
A des sous-ensembles de N™, puis nous verrons deux autres définitions équiva-
lentes : celle d’ensemble p-substitutif et une de définissabilité dans une strusture
logique.

2.1 Quelques notions de logique

On fait ici quelques rappels de logique du premier ordre qui nous serviront
par la suite.

Définition I1.1 : Une structure logique du premier ordre consiste en la don-
née de S = (D, (Ri)ier, (fj)jer: (ck)wek) ot D est le domaine c’est & dire un
ensemble, les R; sont des relations sur D c’est & dire des parties de D™, les f;
des fonctions de D™ dans D et les ¢, des constantes c’est-a-dire des éléments
de D.

exemples : On donne tout de suite les exemples qui nous serviront : (N, +)
est une structure logique du premier ordre; on a aussi (N, +,V,) ou V,, est une
fonction N — N telle que V,(x) est la plus grande puissance de p qui divise =
(onap>1)siz#0et V,(0) =1.

A partir d’une structure logique du premier ordre on peut construire les formules
du premier ordre qui vont avec. Afin de construire ces formules on introduit des



variables en nombre dénombrable xq,...,z;,.... Les formules se construisent
alors de facon inductive :

1- Toute constante et toute variable est un terme. Si f; est une fonction n-

aire et que t1,...,%, sont des termes alors f; (t1,...,t,) est un terme.

2- Si t1 et to sont des termes alors t1 = t9 est une formule.

3- Si R; est une relation n — aire et que ti,...,t, sont des termes alors
R;(t1,...,t,) est une formule.

4- Si ¢ et 1 sont des formules et x une variable alors : ¢ V1, —¢ et Jx¢ sont
des formules.

exemples : (3z)(z + z = y) ou encore ~Iz((x +y = 2) V(2 + ¢ = y)) sont
des formules du premier ordre dans la structure (N, +). La premiére définit la
relation z<y.

Si ¢ est une formule on la note généralement ¢(x1,...,x,) ou les x; sont les
variables libres (c’est-a-dire qui ne sont pas sous le joug d’un quantificateur 3)
apparaissant dans la formule ¢. Si ¢ est une formule sans variable libre alors on
note SE¢ si la formule ¢ est vérifiée dans S en interprétant les signes logiques
-,V et 3 de la fagon naturelle. Alors & toute formule ¢(z1,...,z,) est associé
un sous-ensemble My de N™ par :

My = {(li,- ., L)ED™ | Sl .., 1),

Ainsi ¢ définit une relation sur D. Puisque qu’on peut voir une fonction f :
D"—D comme un sous ensemble de D"*! (son graphe), de méme on peut
définir une constante c grace a une relation unaire qui est x = c.

Si S = (D, (Ri)icr, (fj)jer, (ck)kek) est une structure logique du premier
ordre on dit alors qu’une relation R (resp. une fonction f, une constante c¢) est
définissable dans cette structure s’il existe une formule du premier ordre ¢ telle
que My soit le sous-ensemble de D™ associé & R (resp. la fonction f, la constante
¢). Un sous-ensemble de D™ est dit définissable s’il s’écrit sous la forme M.

Par exemple, on a déja vu dans les exemples précédents que la relation z<y
est une relation définissable dans la structure (N, +). La constante 0 est définis-
sable dans cette méme structure par la formule : = (3y - (z<y)).

2.2 k-reconnaissabilité en dimension supérieure

On va ici étendre la notion de k-reconnaissabilité a des sous-ensembles de N™
mais pour cela il va falloir commencer par définir les automates correspondant.
La solution que 'on adoptera (et qui est communément admise) est d’utiliser
des automates qui lisent une lettre de chaque mot du n-uplet en méme temps
c’est-a-dire qu’on va considérer des automates sur I’alphabet ¥}}. On étend alors
la définition de vy, & X7 — N™ composante par composante (on ne peut pas par



contre étendre la définition de oy puisque pour tout élément de 7" les mots
du n-uplet ont tous la méme longueur). On dit alors qu’une partie ACN" est
k-reconnaissable si il existe un langage rationnel LCX}™ tel que A = vy (L). Si
c’est le cas et si A est un automate qui reconnait le langage L on dira par abus
de langage qu’il reconnait A.

Exemple : On considére ici ’ensemble qui nous servira d’exemple tout au long

des développements : A = {(n, m) |aucun 2P n'apparait la fois dans la decomposition binaire de n et de m}
(appelé 'ensemble de Pascal). alors I'automate suivant reconnait A, ce qui

montre que A est 2-recconnaissable :

(Les lettres qui sont des vecteurs & deux composantes sont notées ici verticale-
ment).

Maintenant qu’on a généralisé la k-reconnaissabilité & des dimensions supé-
rieures, il ne reste plus qu’a définir la notion de k-substitution.

2.3 k-substitutions

Une k-substitution au départ c’est juste une application ¢ : A—AF o A est
un alphabet et qui se prolonge de fagon unique en un morphisme ¢ : A*—A*. Si
de plus il existe une lettre a € A tel que ¢(a) commence par la lettre de a alors
on peut définir le mot ¢“(a) qui est la limite de la suite a,¢(a),..., ¢ (a),...
(puisque chaque terme de cette suite est préfixe du suivant et que la longueur
des mots de la suite est strictement croissante). Si maintenant x : A—{0,1} est
une application on peut ’étendre d’une unique fagon en un morphisme y : A —
{0,1}* et on peut donc définir ¢ = x(¢“(a)) qui est un mot infini sur 'alphabet
{0,1}.

Maintenant, un ensemble X C N est dit k-substitutif s’il existe ¢ et x comme
précédemment tels que n € X < ¢, = 1.

exemple : [’ensemble des puissances de 2 est 2-substitutif via ¢ : a« — ab b —
bcc—ccetx: a—0;b—1c—0.

On peut d’ores et déja énoncer une premiére équivalence entre k-reconnaissabilité
et k-substitution qui sera un cas particulier d’un théoréme qu’on verra plus loin
(il s’agit ici juste du cas & une dimension).



Théoréme I1.2 : Un ensemble X C N est k-reconnaissable si et seulement si
il est k-substitutif.

démonstration : Il s’agit d’'une démonstration constructive dans les deux sens.
Supposons tout d’abord que X est k-reconnaissable on peut alors se donner
un automate déterministe A qui reconnait le langage o1 (X). On peut de plus
supposer cet automate émondé (c’est-a-dire qu’il existe de tout état un chemin
vers un état final et un chemin de ’état initial vers tout état). On note alors
Q = {qo,-.-,qn} 'ensemble des états de automate et ou go est 1’état initial.
On peut alors rajouter & 'automate une transition de gy vers lui-méme et qui lit
la lettre 0 (puisque 'automate est émondé au départ il n’y a pas de transition
partant de go qui lit 0 car sinon un mot de 03} serait dans o (X)). Le nouvel
automate reconnait le langage 0*oy (X )et on peut le compléter en ajoutant un
état puit g,41. On prend alors @ comme alphabet et on définit la k-substitution
par :

¢: Q" — Q" ¢(q) = (¢.0)...(q.(k—1)) et on a que ¢(gp) commence par qg
et x : Q@ — {0,1} par x(q) =1 si g est final, 0 sinon.

Il est alors facile de voir que ¢*(qo),, = qo-(0x(n)) ce qui montre que I'on a bien
défini une k-substitution qui reconnait X.

Réciproquement, partant d’une k-substitution donné par ¢ : A — AF et
X : A — {0,1} qui reconnait X, il n’est pas trés dur de construire un automate
reconnaissant v;, ' (X) en opérant la construction inverse (B est I’ensemble des
états de 'automate, a I'état initial les états finaux étant les b € A tels que
X(b) = 1 puis on définit les transitions comme précédemment).

Maintenant il s’agit d’étendre cette notion de k-substitution pour pouvoir y
reconnaitre des sous-ensembles de N™. On ne le fait ici que dans le cas o n =2
la généralisation étant immédiate.

Afin de définir ce qu’est une k-substitution en dimension deux il faut consi-
dérer des applications ¢ : B — B*** : ces applications associe & un élément de
B associe un carré de coté k rempli de k2 lettres de B. Par exemple :

f:{a,b} — {a,b}?*? définit par

ab bd
aﬁaaetbﬁbb

Il s’agit maintenant comme dans le cas & une dimension de prolonger I’appli-
cation de ¢ afin de pourvoir l'itérer et ainsi obtenir un carré infini de deux cotés
composé de lettres de B et qui soit point fixe de ¢. On doit donc prolonger ¢ en
une application sur les carrés composés d’éléments de B. Or ceci est simple, il
suffit de remplacer chaque lettre du carré initial par son image par ¢ obtenant
ainsi un carré de longueur multipliée par k. Un exemple étant ici plus parlant
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que de longs discours, montrons par exemple comment itérer la fonction définie
dans I'exemple précédent sur la lettre a :

abbbbbbb
aabbbbbbd
NIETHIR

a aa aaaa

&= aga 7 abab  abbbabbb

aaaa aabbaabd
ababababd
aaaaaaaa

Ainsi pour obtenir un carré infini point fixe de ¢, il faut trouver une lettre
a telle que ¢(a) posséde a comme lettre dans le coin en bas & gauche. Alors
on peut définir ¢*(a). 1l suffit ensuite de définir x : B — {0,1}, on prolonge
alors immédiatement y au carré d’éléments de B : x(¢“(a)) représente alors la
fonction caractéristique d’une certaine partie de N? noté X ((n,m) € X si et
seulement si la valeur a 'intersection de la n-iéme colonne et de la m-iéme ligne
de x(¢*“(a)) est un 1). On dit alors que la k-substitution précédemment définie
reconnait ’ensemble X.

Ainsi il n’est pas trés difficile de vérifier que la 2-substitution précédemment
définie en posant x : a — 1b — 0 reconnait I’ensemble de Pascal.

2.4 Différentes fagcon de voir la k-reconnaissabilité

Cette section tourne principalement autour d’un théoréme qui est le suivant :

Théoréme I1.3 : Soit X C N™ et £ > 1 un entier alors il y a équivalence
entre les trois propositions suivantes :

(i) : L’ensemble X est k-reconnaissable.

(ii) : L’ensemble X est k-substitutif.

(iii) : L’ensemble X est définissable dans la structure logique (N, +, V).

démonstration : L'équivalence (i) < (i7) a déja était vue dans le cas n = 1
et dans le cas général c’est juste une adaptation de la démonstration de la sec-
tion précédente (pour une démonstration compléte voir par exemple [4]).

On va donc ici surtout se focaliser sur la démonstration de I’équivalence (i) <
(#41). Et dans un premier temps il s’agira de montrer I"implication (iit) = (%)
par induction sur les formules logiques. Au lieu d’utiliser la structure (N, +, V3)
on va partir de la structure équivalente (c’est-a-dire qu’on peut y définir exac-
tement les mémes relations) (N, Ry, Ry, ) ot Ry (z,y,2) est la relation z +y =
z et Ry, (z,y) est la relation Vi(x) = y. Les formules atomiques que 'on
peut construire & partir de la structure (N, R, Ry, ) sont x = y, Ry, (z,y) et
Ri(x,y, 2); et les langages associés sont bien rationnels : on a ainsi une expres-
sion rationnel pour oy (M=) (o) (M=) = (§ +---+ ¥Z1)*), une pour oy (My,)
(on(My,) = (3 4+ ") (1 +--+ F71)(8)) et pour o4 (M) il suffit de
montrer que son langage miroir est rationnel (ce qui est plus simple pour gérer
les retenues) et on peut donner par exemple un automate pour ce langage dans
le cas k = 2 (dans le cas général 'automate se construit de la méme maniére
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puisqu’il y a un état qui gére l’addition sans retenue, un état qui gére les retenues
(qui sont toutes de au plus 1) et un état puit) :

Maintenant il s’agit partant de deux formules ¢ et 1 et de deux automates
Ay et Ay (qui reconnaissent les langages associés & ¢ et 1) de construire des
automates pour les formules —¢, Jxp et ¢ V 1.

Pour la formule —¢ 'automate A-y4 sera simplement le complémentaire de
l'automate Ag.

On construit maintenant 'automate A4y ,. Pour celaon noteraxzy,...,zp, y1,. ..

les variables libres apparaissant dans ¢ et y1, ..., ¥, 21, - . . , Zm les variables libres
apparaissant dans 1. Toutes les arétes de I'automate Ay lisent une lettre de la
forme (ai,...,ap,b1,...,b;), on remplace alors cette aréte par plusieurs autres

» Ul

identiques mais étiquetées par tous les éléments de I’ensemble {(a1, ..., ap,b1,...,b;)} %

{0,....k=1}™

De méme, on remplace chaque aréte de Ay, étiquetée par (by,...,b;,¢1,...,¢m)
par un ensemble d’arétes identiques étiquetées par tous les éléments de 'en-
semble {0,...,k — 1}* x {(b1,...,b;,c1,...,cm)}. Les nouveaux automates ob-
tenus reconnaissent des parties de NPHH™ et pour obtenir Agyy, il suffit de
construire I’automate union des deux précédents.

Reste a construire 'automate A5;4. Si o n’apparait pas dans les variables
libres de ¢ alors il suffit de garder 'automate Ay (car les deux formules sont équi-
valentes). Sinon on note x, x1, . . ., x, les variables libres de ¢ : ¢(x, x1,; dots, zp).
Alors chaque aréte de Ay est étiquetée par une lettre (a,a1,...,a,) qu’on rem-
place alors par l'étiquette (a1,...,ap) : 'automate obtenu n’est pas forcément
déterministe mais reconnait un langage L tel que vi(L) = M3z (qui n’est pas
forcément v, ' (Ma,4) & cause des transitions de la forme (a,0, .. .,0)).

Maintenant on va partir d’'un automate reconnaissant un sous-ensemble de N™
pour construire une formule qui définit le méme sous-ensemble.

On introduit pour cela les nouvelles relations € x(x,y), ..., ex—1k(x,y), la
relation €; ;(z,y) signifiant que y est une puissance de k qui apparait dans le
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développement k-aire de = avec le coefficient j. Cette relation est définissable
dans la structure (N, +, V) par la formule :

Vi) =y) A Bz ) =z2+jy+1) A (z<y) A ((y<Vi(t)V(E=0))]

On deéfinit aussi la nouvelle fonction A, telle que Ag(z) soit la plus grande
puissance de k apparaissant avec un coefficient non nul dans le développement
k-aire de x avec par convention A,(0) = 1. Il existe alors dans la structure
(N, +, Vi) une formule définissant la relation \x(x) =y :

(k) =y) Ay <z A (V) ((Va(2) = 2) Ay < 2) = (& <2))] V
[(z=0) A ly=D]

On pourra donc utiliser la fonction Ay et les relations €, ..., €x—1,5 dans les
formules qui vont suivre sans sortir du cadre de (N, +, V).

Soit maintenant X C N™ et A un automate reconnaissant le langage miroir
de yk_l(X) (on peut toujours supposer que c’est le langage miroir car un langage
L est rationnel si et seulement si son miroir l'est). Alors (z1,...,2,) € X si et
seulement si il existe un n-uplet de mots (wy,...,w,) tel que Vi, vip(w;) = z;
et tel que (w1 %, ..., w,%) soit reconnu par 'automate A. On remplace les états
de A par des l-uplets de {0,...,k — 1} (sans perte de généralité), par exemple
q = (1,0,...,0),...,q1—1 = (0,...,0,1), et donc un chemin fini ¢o...q peut
étre vu comme un mot (u1,...,u;) qui peut aussi étre vu comme un [-uplet
d’entiers (vg(u1),...,vg(up)).

Pour tout entier n on définira la suite (n(i));>o comme le développement k-
airedeni.e.n =Y 2 n(i)k'. En utilisant les notations précédentes (21, ...,z,) €
X si et seulement si il existe un l-uplet d’entiers (y1,...,y;) tel que :

1- (y1(0),...,4(0)) est I’état initial ¢o = (1,0,...,0).

2- (y1(p), ..., yi(p)) est un état final pour un certain entier p tel que

kP 2 maxlgjgn)\k(xj).

3- Pour tout 0 < i < p, si (y1(4),...,v(i)) est Pétat g, alors

(yr(i4+1),...,m(i+1)) est état §(q, (z1(4),...,2,(¢))) (o § est la fonction
de transition de 'automate).

Ces trois conditions peuvent s’exprimer grace a une formule ¢(z1,...,z,) :

(Fy1) - Fy)(Fz)  (Vi(z) = 2)
A (2 > mazi<j<nAi(z;5))
A ¢1(y17"'7yl)

AN da(y1, .-, u1, 2)

A d3(T1y e Ty Y1y e Yy 2)

avec :

l
o1 : /\j:l €q0(5)k (Y5> 1)

&2+ Vger Nj—1 € (U5 2)
o3 (VEO(Ve(t)=t) A (t<2z) A

l n l
o ) /\j:l Gq(j),k(yjat) A /\j:l 6(1_7‘716(%‘70 = /\j:l €q’(j)7k(yjak-t)b
q,(a1,...,an))=q’
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Clairement, les ensembles k-reconnaissables sont stables par les opérations
booléennes usuelles sur les ensembles (puisque les langages rationnels le sont).
Cependant le résultat précédent va nous permettre de trouver de nouvelles opé-
rations pour lesquels les ensembles k-reconnaissables sont clos. Ainsi par exemple
on a vu que la multiplication par un entier fixé était définissable dans la struc-
ture (N, 4, V) : on en déduit que si X est k-reconnaissable il en est de méme
de ¢.X puisque si X est définissable par la formule ¢(y1, . ..,yn) ¢.X est définis-
sable par la formule (Fy1,...,yn)((A(Y1, -, Yn)) A (1 = N A. . ATy = CYn)).
On a en fait par le méme argument le résultat plus général suivant :

Corollaire 11.4 : Soit f : N™ — N" une fonction définissable dans la struc-
ture (N, +,Vx). Alors, si X C N™ est k-reconnaissable il en est de méme de

f(X).

On en déduit d’ailleurs que les termes d’une suite arithmétique de raison ¢ > 0
et de premier terme r > 0 est k-reconnaissable pour tout entier k£ > 1 puisqu’un
tel ensemble est définissable dans (N, +) par :

(3n) (x = g.n + r) (la multiplication par un entier fixé est définissable dans
(N, +)).

2.5 Généralisation du théoréme de Cobham : théo-
réme de Cobham-Semenov

Le dernier probléme qu’il reste pour formuler une généralisation du théoréme
de Cobham c’est d’étendre & N” la notion utilisée dans le théoréme de cobham
d’ensemble ultimement périodique. La proposition suivante va nous permettre
de le faire :

Proposition 1.5 : Soit X C N alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) 'ensemble X est ultimement périodique.
(ii) X est une union finie d’ensembles composés des termes d’une suite arith-
métique.
(iii) X est définissable dans (N, +).

démonstration : Pour prouver (i) = (i%) soit X C N un ensemble ultimement
périodique donc il existe des entiers N et p > 0 tels quen € X An > N =
(n + p) € X alors il suffit de considérer R={i|[0<i<pA Iz e X : z=
imodp A x > N} on peut alors pour tout ¢ € R il existe z; € X tel que
x; =i modp et alors X — (;cp{z: + kp|k € N}) est clairement fini donc X est
bien union de suites arithmétiques.

Pour prouver (i) = (i) il suffit de montrer que 'union de deux ensembles
ultimement périodiques est ultimement périodique : Soient donc X C N et
X’ C N deux ensembles ultimement périodiques de périodes respectives p et p’,
alors clairement X U X’ est ultimement périodique de période p + p'.

14



Comme on a vu dans la section précédente une suite arithmétique est défi-
nissable dans (N, +) donc on en déduit immédiatment que (i7) = (ii).
Pour la preuve de (iii) = (i) consulter par exemple [4].

On est maintenant en mesure de voir comment peut s’énoncer le théoréme de
Cobham en dimension supérieure : on remplace le fait d’étre ultimement pé-
riodique par le fait d’étre définissable dans (N, +), on obtient alors le théoréme
suivant qui a été démontré pour la premiére fois en 1977 par A.Semenov dans [3] :

Théoréme de Cobham-Semenov I71.6 : Soit m > 1 un entier et p,q > 2 deux
entiers multiplicativement indépendants. Alors si X C N™ est a la fois p-
reconnaissable et g-reconnaissable X est définissable dans (N, +).

Le théoréme se réénonce immédiatement de facon purement logique :
Si X C N™ est & la fois définissable dans (N, +,V,,) et dans (N, +,V,) alors
X est définissable dans (N, +).

remarque : La preuve initiale du théoréme de Cobham (c’est a dire le cas m = 1)
qui se trouve dans [7] mais est trés complexe. Dans son livre [6] S.Eilenberg men-
tionne le théoréme de Cobham :Pour lui, il s’agit d’un défi de trouver une preuve
plus raisonnable de ce joli résultat. La preuve de Semenov se construit par ré-
currence, le premier cas m—1 étant le théoréme de Cobham , la preuve utilise
28 lemmes différents.

G.Hansel réussit en premier & trouver une démonstration plus simple du
résultat de Cobham dans [1].
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Chapitre 3

Autres systémes de
numeération

On cherche ici & généraliser le probléme dans une autre direction : au lieu
d’écrire les entiers dans les bases k-aires on peut essayer de les décomposer dans
d’autres bases. Par exemple, il est possible de décomposer les entiers sur la base
des nombres de Fibonacci :

F0:1:F1:1etFn+2:Fn+Fn+l
1=F,2=F,,3=F3,4=F3+F et5=F}

Pourtant, comme on peut le remarquer, on a 4 = F3 + F; = Fy + F5 donc
I'unicité de la décomposition n’est pas forcément assurée. On doit donc définir
d’une certaine maniére 'unicité de la décomposition (comme d’ailleurs dans le
cas des bases k-aires). Pour décomposer un entier n, il suffit de lui appliquer
I'algorithme d’Euclide : On prend le plus grand entier kg tel que Fy, < n puis le
plus grand entier ¢q tel que cy.Fy, < n puis on recommence avec n — cq.Fj, et
on obtient la décomposition standard n = co.Fy, + c1.Fk, + - - + ¢t F, . 11 faut
cependant imposer quelques conditions sur la suite utilisée (F},)nen afin notam-
ment que 'algorithme converge et que les entiers utilisés dans la décomposition
Co, - - -, ¢t prennent un nombre de valeurs finis (afin que l'alphabet utilisé soit
fini). On utilise donc la définition suivante :

Définition I11.1 : Un systéme de numération est une suite strictement crois-
sante (U, )nen d’entiers telle que :
1.Uyp = 1 de fagon a ce que tout n € N ait une décomposition sur la base des

(Un)nEN-

2.sup% < oo (de facon a ce que I'alphabet utilisé soit fini).
Alors la décomposition standard d’un entier n dans cette base est celle don-
née par l'algorithme d’Euclide (on associe a 0 le mot vide) et on notera oy (x)

la réprésentation standard (en tant que mot) de l'entier a.
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Par exemple, le systéme décimal classique est décrit par la suite définie par
Uy = 1et U, = 10U, _1. Etant donné un systéme de numération (Uy,),en on
peut associer & chaque entier positif grace a 'algorithme d’Euclide un mot sur

lalphabet {0, ..., [sup%—‘ — 1} ou ici [z] désigne le plus petit entier plus

grand que z. On s’intéresse alors aux parties de N auxquelles sont associés des

langages rationnels de {0, ..., [supUg—:l-l — 1}* (on dira alors d’une telle partie

qu’elle est U-reconnaissable). La premiére question légitime qui vient se poser,
et qui en quelque sorte permettra de discriminer certains sytémes de numéra-
tions, c’est de savoir si N est lui-méme U-reconnaissable. Le résultat suivant
montre que finalement seul un nombre assez restreint de systémes de numéra-
tion vérifient cette condition :

Proposition I71.2 : Si ’ensemble N est reconnaissable par le systéme de numé-
ration (U, )nen alors la suite (Up,),en vérifie une relation de récurrence linéaire.

démonstration :Soit L C {0,..., [sup%-‘ —1}* le langage associé a N alors si

on note t,(L) le nombre de mots de L de longueur strictement inférieur a n il
est clair via l'algorithme d’Euclide que t,,(L) = U,,. Or si L est rationnel la série
formelle > ° ¢, (L)z™ est une fraction rationnelle car L peut étre engendré par
- - . ~ 00 n
une grammaire non ambigué. Donc il en est de méme de )~ ; U,2z™ ou encore
il existe un polynome g(z) tel que g(z).(3°,~ o Una™) soit un polynéme, en re-
gardant terme & terme on en déduit que la suite (Uy,),en vérifie une relation de
récurrence linéaire.

Ainsi N est par exemple reconnaissable pour le systéme de numération déci-
mal (10"),en (qui vérifie la récurrence U,, = 10U,,—1) ou encore pour le sys-
téme de Fibonacci (F, )nen puisqu’alors une expression rationnelle de o (N) est
0*(10)*. Cependant la réciproque de la proposition précédente n’est pas vraie
ainsi pour le systéme de numération défini par Uy = 1, Uy = 2, Uz = 4 et
Unts =2Up41 + Uy, oy (N) n’est pas rationnel. Dans le cas ou :

limy, oo T3 =0 (111.3)

pour un certain réel > 1, Hollander (J12]) a donné une condition nécessaire
et suffisante pour que N soit reconnaissable. Nous nous intéresserons ici prin-
cipalement au cas ou € est un nombre de Pisot (dans ce cas-1a N est toujours
U-reconnaissable) :

Définition I71.4 : Un réel § > 1 est dit nombre de Pisot s’il est algébrique
(c’est-a-dire racine d’un polynoéme non nul de Z [X]) et si tous ses conjugués
(c’est-a-dire les autres racines que 6 lui-méme du polynéme minimal de ) sont
de module < 1.

exemples : Tout entier est un nombre de Pisot. Le nombre d’or ¢ = 1+2‘/5
est un nombre de Pisot.
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Plus particuliérement nous nous intéresserons aux systémes de numération dé-
fini par une récurrence linéaire dont le polynome caractéristique est le polynéme
minimal d’un nombre de Pisot (ce qui implique notamment (177.3).0On définit,
de la méme maniére que dans la partie II, le fait pour une partie X C N"
d’étre U-reconnaissable ((x1,...,2,) étant représenté par n’importe quel mot
(0 oy (1), ...,00 oy (z,)) ot ky = |oy(z:)| et | > maz{ky,..., k,}). On
cherche alors & obtenir des résultats analogues au théoréme de Cobham pour
des systémes de numération non standards. Un premier résultat dans ce sens

est le suivant ([10]) :

Théoréme I711.5 :Soit U un systéme de numération défini par une récurrence
linéaire dont le polynéme caractéristique est le polynéme minimal d’un nombre
de Pisot 0, soit X C N alors X est U-reconnaissable si et seulement si X est
définissable dans (N, +, Viy).

Remarque : -Il nous faut définir la fonction Vi : Vy(x) = y signifie que y
est le plus petit U,, apparaissant dans la décomposition standard de z.

-Le fait que la relation Ry (z,y,2) < = 4+ y = z définisse une partie U-
reconnaissable n’est pas évident & priori mais est fortement lié au fait que 6 soit
un nombre de Pisot.

-Les ensembles ultimement périodiques étant définissables dans (N, +) le
sont & priori dans (N, +, Viy) donc sont U-reconnaissables.

D’autres résultats plus récents concernent la généralisation du théoréme de Cob-
ham & des systémes de numération non standards : dans tout ce qui suit on sup-
posera que U est un systéme de numération défini par une récurrence linéaire
dont le polyndéme caractéritique est le polynéme minimal d’un nombre de Pisot,

6.

Théoréme I11.6 : Si X C N est k-reconnaissable (k>1) et U-reconnaissable
alors X est ultimement périodique.

démonstration : voir [13]

Théoréme I11.7 : Soient 0 et 8’ deux nombres de Pisot multiplicativement in-
dépendants et soient U et U’ deux systémes de numération dont les polynomes
caractéristiques sont respectivement les polynomes minimaux de 6 et 6. Alors
pour tout n > 1 et pour tout X C N™ si X est U- et U’'-reconnaissable alors X
est définissable dans (N, +).

démonstration : voir [9].

On peut aussi retrouver pour les ensemble U-reconnaissables un point de vue
substitutif (par ce que I'on nomme les U-substitutions : cf [11]).
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