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Résumé

Les suites automatiques forment une classe simple de suites que peut générer un
ordinateur. Aprés en avoir donné plusieurs définitions équivalentes, on s’intéressera au
théoréme de Christol. Ce théoreme fait le lien entre ces suites et ’algébricité des séries
formelles sur les corps de fractions rationnelles Fy(X).

1 Automates

On va considérer des automates avec fonction de sortie.

Définition 1. Un automate fini est la donnée de (Q,7,%,6,T', ) ot Q est l'ensemble
des états, i € Q est I’état initial, 32 est ’alphabet d’entrée, § une fonction de @ X X2 dans
Q, I lalphabet de sortie et ¢ la fonction de sortie de @ dans L.

On remarque que pour obtenir un automate traditionnel il suffit de prendre I' = {0,1}
et de considérer ¢ état final ssi p(q) = 1.

Définition 2. Une suite (an)n>0 sur l'alphabet ¥ est engendrée par un g-automate s’il
existe un automate A = (Q,4,{0,1,...,q — 1},8,%, ) dit g-automate tel que a, soit la
valeur rendue lors de la lecture du mot ng...ni_1ny o n = 22:0 nqu est l’écriture en
base q : an = @(0(i,ng...ng—114)).

Exemple 1. Lo suite de Thue-Morse est engendrée par le 2-automate suivant :

0 0

() o+ ()

1

On obtient les termes de la suite - 011010011001...

0 1 0 1
ao:qo— qo/0, ai:qo—q/l, ax:qo— qo— q1/1



On remarque que le sens de lecture choisi dans cet exemple ne change pas la suite. En
fait on peut démontrer que s’il existe un g-automate qui engendre une suite en lecture
directe en base g alors il existe un ¢g-automate qui engendre la suite en lecture inverse
et réciproquement.

Exemple 2. On peut ainsi donner l'automate qui rend le reste de la division euclidienne
de n par 5 lorsqu’on place n écrit en binaire par puissance descendante en entrée. Il
illustre bien que 'alphabet de sortie d’un 2-automate n’est pas forcément la paire {0,1}
(identifié a Fo plus loin).

2 g-noyau

Soit ¢ > 2 un entier.

Définition 3. Pour une suite (an)n>0 sur un alphabet ¥ on définit son g-noyau que
l’on notera N, par :

N, = {(aqkn+r)n20,k >0,r e [O,Qk_l]}.

Le g-noyau nous intéresse lorsqu’il n’est pas "trop gros" et qu’il contraint les suites
a coincider avec leurs propres sous-suites extraites de pas ¢®. Or il y a un nombre au
plus dénombrable de telle suite, on s’intéresse alors au cas fini.

Lorsque le g-noyau est fini, il est facile de le calculer par ordinateur (et donc de
déterminer s'il est fini). Il suffit de construire récursivement les ensembles X donnés
par : Xy = {(an)nzo} et Xpr1 = X U {(bqn—l—r)nzo‘(bn)nzo € Xp,r € [O,q - 1]} S’il
existe k tel que Xy = Xy41 alors c’est la valeur du g-noyau, ce dernier est alors fini.

Exemple 3. On s’intéresse au 2-noyau de la suite de Thue-Morse (€5, )n>0 = 011010011001...
D’apres la définition par le 2-automate, on a €2, = €, car on ajoute un 0 en début

de lecture et de méme eap11 = 1 — &, car on ajoute alors un 1.
Ona Xy ={(en), (1 —en)} et Xo={(en), (I —€n),(1 = (1 —¢,))}=X1.
Donc Nz = {(en)n>0; (1 —en)n>0} et le 2-noyau est fini.



Exemple 4. On definit la suite (1,)n>0 de Rudin-Shapiro par rn, =1 si le nombre de
fois qu’apparait 11 dans ’écriture binaire de n est paire et —1 sinon.

On a : X1 ={(rn), (rons1)} car rop = ry.

Puis : X2 = {(Tn), (T2n+1), (T4n+3)} Car Tan+1 = Tn-

Bt : X3 ={(rn), (T2n+1), (Tan+3), (T8n43)} car r8ni7 = ropy1.

Enfin : X4 = {(rn), (ran+1), (Tan+3), (ran+3)} €ar mens+3 = Tsn+3 €t Ti6n11 = Tan+3-
D’ou le 2-noyau Nyp = {(rn), (ron+1), (Tan+3), (rsnt3)} est fini.

3 Morphisme

Proposition 1. Soient h : ¥* — ¥* un morphisme, a € ¥ une lettre et v € ¥* |{e}
tels que h(a) = ax alors le mot h*°(a) = axh(xz)h*(z)... est un point fize de h.

Définition 4. Pour définir un morphisme h : X% — X% il faut et il suffit de le définir
sur Y a valeurs dans X*. On dit alors que le morphisme est uniforme de longueur q si
les images des lettres sont des mots de longueur q. a € XN est un point fize si h(a)—a.

Si (an)n>0 = h*>(a) alors on dit qu’elle est purement morphique. L’image lettre a
lettre d’une suite purement morphique est dite morphique.

Exemple 5. La suite de Thue-Morse peut étre introduite comme point fize du mor-
phisme défini par h(0) = 01 et h(1) =10 :
h>°(0) = 01A(1)A%(1)... = 01101001... .

Donc la suite de Thue-Morse est purement morphique avec un morphisme uniforme de
longueur 2.

Exemple 6. La suite dite de Fibonacci est aussi morphique mais n’est pas engendrée

par un morphisme uniforme. h(0) = 01 et h(1) =0 donne h>°(0) = 0100101001001....

4 Suites g-automatiques

Théoréme 1. Soient (ay)n>0 une suite sur un alphabet ¥ et g > 2.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) (an)n>0 est engendrée par un q-automate
(1) (an)n>0 a un g-noyau fini

(111) (an)n>0 est morphique avec un morphisme uniforme de longueur q

Dans ce cas on dit que la suite (ap)n>0 est g-automatique.

Démonstration :

(i) = (ii). On dispose d'un g-automate A = (@, qo,{0,1,....,.q — 1},8,T, ) qui en-
gendre (ap)p>0. On note (n), l'écriture inversée de n en base ¢. On rappelle que :
an = ¢(8(qo0, (n)q))- Or (¢n + j)q = j00...0(n), = w(n), ot I'on a noté w = 501,



On a alors : agi,1; = ¢(8(q0, w(n)q)) = ©(0(6(q0,w), (n)g)). Mais il y a un nombre
fini d’état donc un nombre fini de §(qo,w) lorsque i et j varient. Ainsi le g-noyau est
bien fini.

(ii) = (iii). Ona :Na = {(a%l))nzo, (ag))nzo, ceny (asld))nzo}, avec (asll))nzo = (an)nzo.
On définit la suite (V;,)n>0 sur I'alphabet %¢ par V,, = (aﬁf),a,(f), v aﬁf”).

Pour j € [0,q—1], Vgnyj = (aggﬂ,agi)ﬂ,...,agi)ﬂ) = (azj(l),azj(z), agj(d))
finition du g-noyau. On dispose alors de h; morphisme défini sur ¥4 par hj(x1,x2,...,2q) =
(To;(1)s Toj(2)s -+ Toy(a)) €6 On @ hj (V) = Viypj. On définit alors le morphisme uniforme
de longueur ¢ sur %4 par h(x) = hi(x)ha(x)...hg—1(x). On a (Vy,)n>0 = h>(Vp) puis
(an)n>0 en est la projection sur la premiére coordonnée. Ainsi (an)n>0 est morphique

avec un morphisme uniforme de longueur q.

par dé-

“eey

(iii) = (1).0On a (by)n>0 = h>°(b) ou h est un morphisme uniforme de longueur ¢ sur
Y et ap, = f(bn).

On considére Pautomate A = (X/,0,{0,1,...,¢q — 1},6,%, f) ou 4 est défini par :
h(z) = 6(z,0)d(x,1)...0(z,¢—1). On a alors bien a, = f(d(b, (n),)) ou (n), est I'écriture
en base ¢q avec les puissances descendantes. En effet on montre par récurrence que :

BE(8) = 6(b, (0))3(b, (1)¢)-.0(b, (¢ — 1),).

On a : WF1(b) = h(3(b, (0)y)-.-h(5(b, (6" — 1))

= 5(3(b, (0)4),0).-.0(3(b, (0)¢), @ — 1)-.8(5(b, (¢ — 1)), 0)...0(5(b, (¢* — 1)).q — 1)
— 3(b, (0)q)---0(b, (@ — 1)q)---0(b, (@1 = q)g)---0(b, ("1 — g + (g = 1)),).

Donc (an)n>0 est engendré par le g-automate A.

5 g-opérateurs de Cartier

On va introduire ici les g-opérateurs de Cartier. Cet outil est crucial lors de la
démonstration du théoréme de Christol. Il permet de faire le lien entre les séries formelles
et le caratére g-automatique de la suite des coefficients.

» o, L, - L. +
Définition 5. On appelle série formelle de Laurent les séries de la forme Enfno an X"
ot ng est un entier relatif. On les note alors Zfz an X" en convenant a, = 0 pour

n < nyg.

Définition 6. On définit les q-opérateurs de Cartier Ao, A1, ..., Ag—1 agissant sur les
séries formelles de Laurent ZJ_F§ an X" par :

+oo +o0o
AJ(E aan) = E aqn+an.
—00 —00



Proposition 2. Soient F' et G deux séries formelles de Laurent sur IF,. Alors pour
j€0,g—1]etn>1ona :

Aj(FT"G) = FT7 A (Q).
Démonstration : Soit G = 3.7 a X*.
“+o0o
On a : A](anG) = A](Z aka+qn)
+oo_oo &
- _Z @ (gk+j)—gn X

“+o00
= _ZO:O a(q(k—q"*1)+j)Xk

n—1

“+o00
- _Z a’(qk+j)Xk+q
= X" A(G).

Puis par récurrence sur i on montre que : A;((X*)4"G) = (xHya !

A;(G)
en effet : A;((X)7"G) = A; (X" (X1)7" @)

= XA ((XTHG)

= (X7 Aj(G) (par H.R.)

Et avec la linéarité des g-opérateurs de Cartier on obtient le résultat.

6 Théoréme de Christol

Le théoréme donne ’équivalence entre ’algébricité d’une série formelle & coefficients
dans un corps fini et la nature automatique de la suite des coefficients. Ainsi on peut
détecter si une série formelle est algébrique sur F,(X) grace & un ordinateur.

Théoréme 2. Soient p premier et ¢ = p®. Soit (an)n>0 une suite d’éléments de F,. Les
deur propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La série formelle >">7 o an X" est algébrique sur Fg(X) ;

(i) La suite (apn)n>0 est g-automatique.

Démonstration :

(i) = (ii). F=>"07 ja, X™ est algébrique sur F,(X) donc les F, F1,F7 . sont li-
néairement dépendants. Il existe des polynémes Ag, Ay, ..., 4; dans F,[X] avec A; non
nul tel que :

AgF + A1 F7+ ...+ A)F? =0

Soit k le plus petit 7 tel que A; # 0. Si k # 0 on applique A; a cette relation :
A (ARFTY + Aj (A F© ) + 4+ Aj(AFT) = 0



Par la propriété 2 on a :
Aj(Ak)FqIﬁ + Aj(Ak_H)Fqk + ...+ Aj(Al)FqFl =0

Mais comme Ay, # 0 et Ay = Zg:_ol A (Ag)IX?, alors il existe i tel que A;(Ay) # 0.
On a alors remplacé k par k — 1 ce qui contredit sa minimalité : k = 0.

1

On pose G = F/Ap. C’est une série formelle de Laurent et :
G = B1GY9 + BsGY + ... + B,GY
ou B; = —AiAgi_z sont des polynomes.
On pose m = maxz{deg(Ap),deg(B1), ...,deg(A4;)} et N = {Zé CiGY|C; € Fy[X], deg(Ci) < m}.
N est fini, contient F' = AoG et est stable par les A; :

l ) ! ) l )
H = E Cqul =CoG + Z Cqul = E(C()BZ + CZ')GQZ.
=0 =1 =1

Puis :

I .
Aj(H) = 3 Aj(CoB;i + GG e N.
i=1
Car deg(A\;(CoB; + C;)) < 2m/q < m.

Le g-noyau est alors fini car ses suites forment des séries de N. Ainsi (ay)n>0 est
g-automatique.

(ii) = (i). On dispose du ¢g-noyau fini N, = {(ag))nzo, e (a%d))nzo} avec a') = a,.

On définit F; =0 aS)X". Or :
20 otk 5 b 2D ym
F,=> anm+qu => X°(> aqm+kX )4
k=0m=0 k=0 m=0
D’ou F; € Vect(F;],j € [1,d]), puis F € Vect(F;]Q,j € [1,d]) et donc :
2 .
F,,F e Vect(F;] 7 €[1,d])
Une récurrence immeédiate donne alors :

Ry P FE e Vet (FS € [1,d))

Mais Vect(F]‘-]dH,j € [1,d]) est de dimension au plus d. Ainsi Fy, F{, ...,qud sont
lices sur le corps Fg(X). La série formelle >~ ; a, X™ est algébrique sur Fq(X).

Exemple 7. Soit (e)n>0 la suite de Thue-Morse. Elle est 2-automatique.
On a ey =y et eonp1 =1—¢e,. Ennotant F =Y 0" e, X™ on a :

o) ) o) )
F = Z €2nX2n + Z €2n+1X2n+1 = Z €nX2n + Z (1-— €n)X2n+1

n=0 n=0 n=0 n=0

X
=F?+ X(;=x — F)? = 1+ X)F* + 5%y

Dot dans Fo(X) : (1+ X)3F2+(1+ X)2+ X =0 et F est algebrique.



7 Autres questions autour des suites automatiques

Les suites automatiques soulévent d’autres questions et notamment les propriétés

des nombres de la forme : > >° ‘;—Z{. Quelle est l'influence de (ay)n>0 sur le caractére

rationnel, algébrique ou encore normal de ces nombres ?

On a notamment le résultat di & Cobham donnant 1’équivalence pour a,, € {0,1}
entre :

(i) La série formelle Y 7 jap, X™ est algébrique sur Fo(X) et sur F3(X);
(ii) La suite (an)n>0 est ultimement périodique.

En effet (ii)=-(i) étant clair, on étudie la réciproque. En effet une suite qui est 2-
automatique et 3-automatique est ultimement périodique. On peut généraliser le résultat
avec p et ¢ multiplicativement indépendants.

Pourtant la conjecture ) 2 (g% et Y ° (4o algébrique sur Q équivaut a (an)n>o

ultimement périodique reste indémontrée.

On peut aussi chercher une condition sur les coefficients de 'indépendance algébrique
des séries formelles > > ja, X™ et >.>° /b, X™ & coefficients dans un méme corps fini.

Le lien entre automate et algébricité laisse entrevoir un champ de recherche en théorie
des nombres et en algébre. Cela permet d’explorer certains nombres par informatique
et de mieux comprendre leurs propriétés.
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