
Suites automatiquesNi
olas Provost13 février 2007RésuméLes suites automatiques forment une 
lasse simple de suites que peut générer unordinateur. Après en avoir donné plusieurs dé�nitions équivalentes, on s'intéressera authéorème de Christol. Ce théorème fait le lien entre 
es suites et l'algébri
ité des sériesformelles sur les 
orps de fra
tions rationnelles Fq(X).1 AutomatesOn va 
onsidérer des automates ave
 fon
tion de sortie.Dé�nition 1. Un automate �ni est la donnée de (Q, i,Σ, δ,Γ, ϕ) où Q est l'ensembledes états, i ∈ Q est l'état initial, Σ est l'alphabet d'entrée, δ une fon
tion de Q×Σ dans
Q, Γ l'alphabet de sortie et ϕ la fon
tion de sortie de Q dans Γ.On remarque que pour obtenir un automate traditionnel il su�t de prendre Γ = {0, 1}et de 
onsidérer q état �nal ssi ϕ(q) = 1.Dé�nition 2. Une suite (an)n≥0 sur l'alphabet Σ est engendrée par un q-automate s'ilexiste un automate A = (Q, i, {0, 1, ..., q − 1}, δ,Σ, ϕ) dit q-automate tel que an soit lavaleur rendue lors de la le
ture du mot n0...nt−1nt où n =

∑t
k=0 nkq

k est l'é
riture enbase q : an = ϕ(δ(i, n0...nt−1nt)).Exemple 1. La suite de Thue-Morse est engendrée par le 2-automate suivant :
q0/0 q1/1

00

1

1On obtient les termes de la suite : 011010011001...

a0 : q0
0
→ q0/0, a1 : q0

1
→ q1/1, a2 : q0

0
→ q0

1
→ q1/11



On remarque que le sens de le
ture 
hoisi dans 
et exemple ne 
hange pas la suite. Enfait on peut démontrer que s'il existe un q-automate qui engendre une suite en le
turedire
te en base q alors il existe un q-automate qui engendre la suite en le
ture inverseet ré
iproquement.Exemple 2. On peut ainsi donner l'automate qui rend le reste de la division eu
lidiennede n par 5 lorsqu'on pla
e n é
rit en binaire par puissan
e des
endante en entrée. Ilillustre bien que l'alphabet de sortie d'un 2-automate n'est pas for
ément la paire {0, 1}(identi�é à F2 plus loin).
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2 q-noyauSoit q ≥ 2 un entier.Dé�nition 3. Pour une suite (an)n≥0 sur un alphabet Σ on dé�nit son q-noyau quel'on notera Na par :
Na = {(aqkn+r)n≥0, k ≥ 0, r ∈ [0, qk−1]}.Le q-noyau nous intéresse lorsqu'il n'est pas "trop gros" et qu'il 
ontraint les suitesà 
oïn
ider ave
 leurs propres sous-suites extraites de pas qk. Or il y a un nombre auplus dénombrable de telle suite, on s'intéresse alors au 
as �ni.Lorsque le q-noyau est �ni, il est fa
ile de le 
al
uler par ordinateur (et don
 dedéterminer s'il est �ni). Il su�t de 
onstruire ré
ursivement les ensembles Xk donnéspar : X0 = {(an)n≥0} et Xk+1 = Xk ∪ {(bqn+r)n≥0|(bn)n≥0 ∈ Xk, r ∈ [0, q − 1]}. S'ilexiste k tel que Xk = Xk+1 alors 
'est la valeur du q-noyau, 
e dernier est alors �ni.Exemple 3. On s'intéresse au 2-noyau de la suite de Thue-Morse (εn)n≥0 = 011010011001...D'après la dé�nition par le 2-automate, on a ε2n = εn 
ar on ajoute un 0 en débutde le
ture et de même ε2n+1 = 1 − εn 
ar on ajoute alors un 1.On a X1 = {(εn), (1 − εn)} et X2 = {(εn), (1 − εn), (1 − (1 − εn))} = X1.Don
 Nε = {(εn)n≥0; (1 − εn)n≥0} et le 2-noyau est �ni.2



Exemple 4. On de�nit la suite (rn)n≥0 de Rudin-Shapiro par rn = 1 si le nombre defois qu'apparait 11 dans l'é
riture binaire de n est paire et −1 sinon.On a : X1 = {(rn), (r2n+1)} 
ar r2n = rn.Puis : X2 = {(rn), (r2n+1), (r4n+3)} 
ar r4n+1 = rn.Et : X3 = {(rn), (r2n+1), (r4n+3), (r8n+3)} 
ar r8n+7 = r2n+1.En�n : X4 = {(rn), (r2n+1), (r4n+3), (r8n+3)} 
ar r16n+3 = r8n+3 et r16n+11 = r4n+3.D'où le 2-noyau Nr = {(rn), (r2n+1), (r4n+3), (r8n+3)} est �ni.3 MorphismeProposition 1. Soient h : Σ∗ → Σ∗ un morphisme, a ∈ Σ une lettre et x ∈ Σ∗ \{ǫ}tels que h(a) = ax alors le mot h∞(a) = axh(x)h2(x)... est un point �xe de h.Dé�nition 4. Pour dé�nir un morphisme h : Σ∗ → Σ∗, il faut et il su�t de le dé�nirsur Σ à valeurs dans Σ∗. On dit alors que le morphisme est uniforme de longueur q siles images des lettres sont des mots de longueur q. a ∈ ΣN est un point �xe si h(a)=a.Si (an)n≥0 = h∞(a) alors on dit qu'elle est purement morphique. L'image lettre àlettre d'une suite purement morphique est dite morphique.Exemple 5. La suite de Thue-Morse peut être introduite 
omme point �xe du mor-phisme dé�ni par h(0) = 01 et h(1) = 10 :
h∞(0) = 01h(1)h2(1)... = 01101001... .Don
 la suite de Thue-Morse est purement morphique ave
 un morphisme uniforme delongueur 2.Exemple 6. La suite dite de Fibona

i est aussi morphique mais n'est pas engendréepar un morphisme uniforme. h(0) = 01 et h(1) = 0 donne h∞(0) = 0100101001001....4 Suites q-automatiquesThéorème 1. Soient (an)n≥0 une suite sur un alphabet Σ et q ≥ 2.Les propositions suivantes sont équivalentes :(i) (an)n≥0 est engendrée par un q-automate(ii) (an)n≥0 a un q-noyau �ni(iii) (an)n≥0 est morphique ave
 un morphisme uniforme de longueur qDans 
e 
as on dit que la suite (an)n≥0 est q-automatique.Démonstration :(i) ⇒ (ii). On dispose d'un q-automate A = (Q, q0, {0, 1, ..., q − 1}, δ,Γ, ϕ) qui en-gendre (an)n≥0. On note (n)q l'é
riture inversée de n en base q. On rappelle que :

an = ϕ(δ(q0, (n)q)). Or (qin + j)q = j00...0(n)q = w(n)q où l'on a noté w = j0i−1.3



On a alors : aqin+j = ϕ(δ(q0, w(n)q)) = ϕ(δ(δ(q0, w), (n)q)). Mais il y a un nombre�ni d'état don
 un nombre �ni de δ(q0, w) lorsque i et j varient. Ainsi le q-noyau estbien �ni.(ii)⇒ (iii). On a :Na = {(a
(1)
n )n≥0, (a

(2)
n )n≥0, ..., (a

(d)
n )n≥0}, ave
 (a

(1)
n )n≥0 = (an)n≥0.On dé�nit la suite (Vn)n≥0 sur l'alphabet Σd par Vn = (a

(1)
n , a

(2)
n , ..., a

(d)
n ).Pour j ∈ [0, q−1], Vqn+j = (a

(1)
qn+j , a

(2)
qn+j, ..., a

(d)
qn+j) = (a

σj (1)
n , a

σj(2)
n , ..., a

σj (d)
n ) par dé-�nition du q-noyau. On dispose alors de hj morphisme dé�ni sur Σd par hj(x1, x2, ..., xd) =

(xσj(1), xσj(2), ..., xσj (d)) et on a hj(Vn) = Vqn+j. On dé�nit alors le morphisme uniformede longueur q sur Σd par h(x) = h1(x)h2(x)...hq−1(x). On a (Vn)n≥0 = h∞(V0) puis
(an)n≥0 en est la proje
tion sur la première 
oordonnée. Ainsi (an)n≥0 est morphiqueave
 un morphisme uniforme de longueur q.(iii) ⇒ (i).On a (bn)n≥0 = h∞(b) où h est un morphisme uniforme de longueur q sur
Σ′ et an = f(bn).On 
onsidère l'automate A = (Σ′, b, {0, 1, ..., q − 1}, δ,Σ, f) où δ est dé�ni par :
h(x) = δ(x, 0)δ(x, 1)...δ(x, q−1). On a alors bien an = f(δ(b, (n)q)) où (n)q est l'é
ritureen base q ave
 les puissan
es des
endantes. En e�et on montre par ré
urren
e que :
hk(b) = δ(b, (0)q)δ(b, (1)q)...δ(b, (q

k − 1)q).On a : hk+1(b) = h(δ(b, (0)q))...h(δ(b, (qk − 1)q))

= δ(δ(b, (0)q), 0)...δ(δ(b, (0)q ), q − 1)...δ(δ(b, (qk − 1)q), 0)...δ(δ(b, (q
k − 1)q), q − 1)

= δ(b, (0)q)...δ(b, (q − 1)q)...δ(b, (q
k+1 − q)q)...δ(b, (q

k+1 − q + (q − 1))q).Don
 (an)n≥0 est engendré par le q-automate A.5 q-opérateurs de CartierOn va introduire i
i les q-opérateurs de Cartier. Cet outil est 
ru
ial lors de ladémonstration du théorème de Christol. Il permet de faire le lien entre les séries formelleset le 
aratère q-automatique de la suite des 
oe�
ients.Dé�nition 5. On appelle série formelle de Laurent les séries de la forme ∑+∞
n=n0

anXnoù n0 est un entier relatif. On les note alors ∑+∞
−∞ anXn en 
onvenant an = 0 pour

n ≤ n0.Dé�nition 6. On dé�nit les q-opérateurs de Cartier Λ0,Λ1, ...,Λq−1 agissant sur lesséries formelles de Laurent ∑+∞
−∞ anXn par :

Λj(
+∞∑

−∞

anXn) =
+∞∑

−∞

aqn+jX
n.
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Proposition 2. Soient F et G deux séries formelles de Laurent sur Fq. Alors pour
j ∈ [0, q − 1] et n ≥ 1 on a :

Λj(F
qn

G) = F qn−1

Λj(G).Démonstration : Soit G =
∑+∞

−∞ akX
k.On a : Λj(X

qn

G) = Λj(
+∞∑

−∞

akX
k+qn

)

=
+∞∑

−∞

a(qk+j)−qnXk

=
+∞∑

−∞

a(q(k−qn−1)+j)X
k

=
+∞∑

−∞

a(qk+j)X
k+qn−1

= Xqn−1

Λj(G).Puis par ré
urren
e sur i on montre que : Λj((X
i)q

n

G) = (Xi)q
n−1

Λj(G)en e�et : Λj((X
i)q

n

G) = Λj(X
qn

((Xi−1)q
n

G))

= Xqn−1

Λj((X
i−1)q

n

G)

= (Xi)q
n−1

Λj(G) (par H.R.)Et ave
 la linéarité des q-opérateurs de Cartier on obtient le résultat.6 Théorème de ChristolLe théorème donne l'équivalen
e entre l'algébri
ité d'une série formelle à 
oe�
ientsdans un 
orps �ni et la nature automatique de la suite des 
oe�
ients. Ainsi on peutdéte
ter si une série formelle est algébrique sur Fq(X) grâ
e à un ordinateur.Théorème 2. Soient p premier et q = pa. Soit (an)n≥0 une suite d'éléments de Fq. Lesdeux propriétés suivantes sont équivalentes :(i) La série formelle ∑∞
n=0 anXn est algébrique sur Fq(X) ;(ii) La suite (an)n≥0 est q-automatique.Démonstration :(i) ⇒ (ii). F=∑∞

n=0 anXn est algébrique sur Fq(X) don
 les F,F q, F q2

, ... sont li-néairement dépendants. Il existe des polyn�mes A0, A1, ..., Al dans Fq[X] ave
 Al nonnul tel que :
A0F + A1F

q + ... + AlF
ql

= 0Soit k le plus petit i tel que Ai 6= 0. Si k 6= 0 on applique Λj à 
ette relation :
Λj(AkF

qk

) + Λj(Ak+1F
qk+1

) + ... + Λj(AlF
ql

) = 05



Par la propriété 2 on a :
Λj(Ak)F

qk−1

+ Λj(Ak+1)F
qk

+ ... + Λj(Al)F
ql−1

= 0Mais 
omme Ak 6= 0 et Ak =
∑q−1

i=0 Λi(Ak)qXi, alors il existe i tel que Λi(Ak) 6= 0.On a alors rempla
é k par k − 1 
e qui 
ontredit sa minimalité : k = 0.On pose G = F/A0. C'est une série formelle de Laurent et :
G = B1G

q + B2G
q2

+ ... + BlG
qloù Bi = −AiA

qi−2
0 sont des polyn�mes.On pose m = max{deg(A0), deg(B1), ..., deg(Al)} etN = {

∑l
0 CiG

qi

|Ci ∈ Fq[X], deg(Ci) ≤ m}.
N est �ni, 
ontient F = A0G et est stable par les Λj :

H =
l∑

i=0
CiG

qi

= C0G +
l∑

i=1
CiG

qi

=
l∑

i=1
(C0Bi + Ci)G

qi .Puis :
Λj(H) =

l∑

i=1
Λj(C0Bi + Ci)G

qi−1

∈ N .Car deg(Λj(C0Bi + Ci)) ≤ 2m/q ≤ m.Le q-noyau est alors �ni 
ar ses suites forment des séries de N . Ainsi (an)n≥0 est
q-automatique.(ii) ⇒ (i). On dispose du q-noyau �ni Na = {(a

(1)
n )n≥0, ..., (a

(d)
n )n≥0} ave
 a

(1)
n = an.On dé�nit Fi =

∑∞
n=0 a

(i)
n Xn. Or :

Fi =
q−1∑

k=0

∞∑

m=0
a

(i)
qm+kX

qm+k =
q−1∑

k=0

Xk(
∞∑

m=0
a

(i)
qm+kX

m)qD'où Fi ∈ V ect(F q
j , j ∈ [1, d]), puis F q

i ∈ V ect(F q2

j , j ∈ [1, d]) et don
 :
Fi, F

q
i ∈ V ect(F q2

j , j ∈ [1, d])Une ré
urren
e immédiate donne alors :
F1, F

q
1 , ..., F qd

1 ∈ V ect(F qd+1

j , j ∈ [1, d])Mais V ect(F qd+1

j , j ∈ [1, d]) est de dimension au plus d. Ainsi F1, F
q
1 , ..., F qd

1 sontliées sur le 
orps Fq(X). La série formelle ∑∞
n=0 anXn est algébrique sur Fq(X).Exemple 7. Soit (εn)n≥0 la suite de Thue-Morse. Elle est 2-automatique.On a ε2n = εn et ε2n+1 = 1 − εn. En notant F =

∑∞
n=0 εnXn on a :

F =
∞∑

n=0
ε2nX2n +

∞∑

n=0
ε2n+1X

2n+1 =
∞∑

n=0
εnX2n +

∞∑

n=0
(1 − εn)X2n+1

= F 2 + X( 1
1−X

− F )2 = (1 + X)F 2 + X
(1+X)2D'où dans F2(X) : (1 + X)3F 2 + (1 + X)2 + X = 0 et F est algèbrique.6



7 Autres questions autour des suites automatiquesLes suites automatiques soulèvent d'autres questions et notamment les propriétésdes nombres de la forme : ∑∞
n=0

an

qn . Quelle est l'in�uen
e de (an)n≥0 sur le 
ara
tèrerationnel, algèbrique ou en
ore normal de 
es nombres ?On a notamment le résultat dû à Cobham donnant l'équivalen
e pour an ∈ {0, 1}entre :(i) La série formelle ∑∞
n=0 anXn est algébrique sur F2(X) et sur F3(X) ;(ii) La suite (an)n≥0 est ultimement périodique.En e�et (ii)⇒(i) étant 
lair, on étudie la ré
iproque. En e�et une suite qui est 2-automatique et 3-automatique est ultimement périodique. On peut généraliser le résultatave
 p et q multipli
ativement indépendants.Pourtant la 
onje
ture ∑∞

n=0
an

2n et ∑∞
n=0

an

3n algébrique sur Q équivaut à (an)n≥0ultimement périodique reste indémontrée.On peut aussi 
her
her une 
ondition sur les 
oe�
ients de l'indépendan
e algébriquedes séries formelles ∑∞
n=0 anXn et ∑∞

n=0 bnXn à 
oe�
ients dans un même 
orps �ni.Le lien entre automate et algébri
ité laisse entrevoir un 
hamp de re
her
he en théoriedes nombres et en algèbre. Cela permet d'explorer 
ertains nombres par informatiqueet de mieux 
omprendre leurs propriétés.
Remer
iements : Je tiens à remer
ier Mr Jean-Paul Allou
he pourm'avoir si rapidement reçu et m'avoir aidé dans 
e projet.Référen
esJean-Paul Allou
he et Je�rey Shallit, Automati
 sequen
esJean-Paul Allou
he, Suites automatiques et série formelles algébriquesJean-Paul Allou
he, Sur la 
omplexité des suites in�nies
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