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Un automate synchronisant améne tous les états d’un automate fini & un unique état. J. Cerny
a conjecturé que si un automate fini & n états admet un mot synchronisant, alors il admet un
mot synchronisant de taille au plus (n — 1)2. La conjecture a été démontré pour les automates
circulaires par L. Dubuc [3]. On montre ici un résultat plus faible, d’aprés un article de M.-P. Béal
[1], mais dont la preuve est plus simple est s’appuie sur les séries rationnelles, dont on donnera
une définition et quelques propriétés.

1 Automates synchronisants

1.1 Définitions

Définition 1 (automate rudimentaire). Dans cette exposé, on ne considérera que des automates
finis déterministes complets. On ne s’intéressera pas aux états initiaux et finaux ; un automate A
sera donc la donnée d’un alphabet fini A, d’un ensemble fini d’états @, et d’une action QQ x A* —
Q : (¢, w) — g-w qui a tout mot de A* et tout état de ) associe un état de ). On notera donc
A=(4,Q, ).

L’état ¢ - w de 'automate est ’état dans lequel on se trouve aprés avoir lu le mot w & partir
de I’état q.

Exemple d’automate fini déterministe complet, qui nous servira pour illustrer les prochaines
définitions :

a a

Fi1a. 1 — Exemple d’automate

Définition 2 (image directe, réciproque). Etant donnés un automate fini A = (4, @, -), un mot
w € A* et un ensemble d’états P C @, on définit I'image directe de P par w : P-w = {p-w : p € P},
et I'image réciproque de P par w: P-w ! ={q¢€ Q:q-w € P}.

Intuitivement, P - w est I’ensemble des états de 'automate auxquels on accéde en lisant le mot,
w depuis les états de 'ensemble P, et P -w™! est I’ensemble des états depuis lesquels, si on lit le
mot, w, on arrive & un état de P.

Sur Pautomate de la figure 1.1, on a {1, 2} -ab = {2, 3}, {1} -ab™t =0, et {2} -ab™! = {1, 4}.



On a les propriétés évidentes :
e PC(P-w) wt
e (P-w ) -w=P
e P-uv=(P-u) v
e P.(wv) t=(P-v7 1) ut

Définition 3 (rang, mot synchronisant). Etant donnés A = (A, Q, ) et w € A*, on définit le
rang de w : rang(w) = card(Q - w). Un mot est dit synchronisant s'il est de rang égal a 1.

Un mot w est donc synchronisant s’il existe un état p de I’automate tel que quel soit 1’état q,
q-w=np.

Pour I'automate de la figure 1.1, le mot w = ab3ab®a est synchronisant : quel que soit I’état de
départ, lire le mot w améne & 1’état 1.

Définition 4 (automate synchronisant). Un automate fini A = (4, Q, -) est dit synchronisant
s’il admet un mot synchronisant.

L’automate de la figure 1.1 est synchronisant pour le mot w.

Conjecture 1 (CernY). Soit A = (A, Q, -) un automate fini @ n états. Si A est synchronisant,
alors il admet un mot synchronisant w € A* de longueur |w| < (n — 1)2.

C’est le cas de 'exemple de la figure 1.1 : 'automate a 4 états, et le mot synchronisant w est
de longueur 9.

Définition 5 (mot augmentant). Etant donnés A = (4, Q, -), w € A* et P C Q, on dit que w
est un mot augmentant pour P si card(P -u~') > card(P).

Intituivement, un mot w est augmentant pour P si le nombre d’états tels qu’en lisant w on
arrive dans P est plus grand que le nombre d’état de P.

On a déja vu que sur notre exemple, {2} - ab~! = {1, 4}, donc le mot ab est augmentant pour

le singleton {2}.

Définition 6 (ensemble k-augmentable). Etant donnés A = (4, Q, -) et P C Q, on dit que P est
k-augmentable 8’1l existe un mot augmentant w pour P tel que |w| < k.

Sur notre exemple, {2} est 2-augmentable.

1.2 Propriétés

Propriété 2. Soit A = (A, Q, -) synchronisant. Alors il existe un état ¢ € Q tel que {q} soit
1-augmentable.

Démonstration. Soit w = w...w, € A* un mot synchronisant pour A. Soit i = min(i € [1, n] :
card(Q - wy..w;) = 1); alors card(Q - wy...w;,—1) > 1. Soit p € Q tel que Q - wy...w;, = {p}.
Comme @ - wy...w;,—1 C {p}- w{ol, on a card({p}) =1 < card(Q - wy...w;,—1) < card({p} - w;ol),
donc w;, est un mot (de longueur 1) augmentant pour {p}. Donc {p} est l-augmentable. O

Dans 'exemple de la figure 1.1, le singleton {1} est 1-augmentable.



2 Matrices de transition, séries formelles

2.1 Matrices de transition

Définition 7 (matrice de transition). Soit A = (4, Q, -). Pour tout mot w € A*, on définit la ma-
trice M,, € N@*Q de transition de I’action du mot w sur l’ensemble Q par : Vp, ¢ € Q, (My), 4 =

1 sip-w=gq
0 sinon '

Définition 8 (vecteur caractéristique). Soient A = (4, @, -) et P C Q. On définit le vecteur
1 sipeP

caractéristique Ip € N@*! de I'ensemble d’états P par (Ip), = 0 s
sinon

Lemme 3. Si 1g,1 désigne le vecteur colonne dont toutes les composantes sont égales 4 1, on a
Ip-1g1 = card(P) (ot - désigne le produit scalaire de deux vecteurs).

Démonstration.

Ip-1g1 = Z(IP)q(lQ,l)q
qe@

=Y (Ip)

q€Q

:Zl

qeP
= card(P)

Lemme 4. Yu, v € A*, My, = M,M,.

Démonstration. Soient p, ¢ € Q. (MuMy)pq = >, co(Mu)pr(My)rq. L'automate est déterministe
et complet, donc il existe un unique r € @ tel que p-u =7, i.e. (My)p,r = 1. Donc (My,My)pq =
(My)y,q- Donc (My)rq = 1 si et seulement si r- v = ¢, soit comme p-u = r, si et seulement si
p- (uwv) = q, i.e. My, = 1. Donc My, = My, M,,. O

Etant donnée notre définition des matrices de transitions (dans N et non dans l’anneau de
Boole), ceci n’est vrai que parce les automates sont déterministes et complets.

Ce lemme montre que w € A* — M, est un morphisme de monoides.
On montre de méme :
Lemme 5. Pour tout mot w € A*, on a Mylg1 =1¢,1.

Intuitivement, celui signifie que si on lit w depuis n’importe quel état, on arrive a un unique
état (ce qui traduit le fait que automate est déterministe et complet).

2.2 Séries formelles

Définition 9 (série formelle). Soit A un alphabet fini. Une série formelle sur le monoide libre A*
a coefficients dans un semi-anneau K est une application de A* dans K. On note K((A)) I’ensemble
de ces séries. L’image d’'un mot w de A* par la série S est noté (S, w) et appelé le coefficient de
w dans S.



Par exemple, si A = {a, b}, la fonction S de A* dans le semi-anneau K = (N, +, X), définie
par (S, w) = |wl|p est une série formelle.

Définition 10 (série reconnaissable). Une série formelle S de A* dans K est dite reconnaissable
§’il existe un entier n > 0, deux vecteurs A € K" et v € K%', et un morphisme de monoides
w A* — K*" (K™*™ monoide pour la multiplication matricielle) tels que, pour tout w € A*,
(S, wy = A\u(w)y. Le triplet (A, u, ) est appelé représentation de S. L’entier n est appelé rang
de la représentation (A, u, ).

La série S de l'exemple précédent est reconnaissable; il suffit de prendre la représentation

linéaire de rang 2 suivante : A = [1 0}, p définie par p(a) = [(1) (1)] et u(b) = [(1) ﬂ ety = [(1)] '

Définition 11 (rang d’une série reconnaissable). Soit S une série reconnaissable. Le rang de S,
noté rang(S), est le rang minimum des représentations linéaires de S.

La série de ’exemple précédent est de rang au plus 2 (puisqu’on en donne une représentation
linéaire de rang 2). Elle ne peut pas étre représentée par une représentation linéaire de rang 1,
donc rang(S) = 2.

Théoréme 6. Si S est une série rationnelle sur A* telle que rang(S) < n, et si Vw € A*, |w| <
n—1= (S, w) = Ok, alors S = Og(ay)-

On remarque ’analogie avec un résultat sur les polynémes & une variable : un polynéme de
degrés n — 1 qui a n racines distinctes est nul.

Démonstration. Soit S une série rationnelle de rang n, telle que pour tout w € A*, si jw| <n—1,
alors (S, w) = Ok, et soit (A, p, ) une réprésentation linéaire de S (avec les notations de la
définition 10).

Si v = 0p,1, alors S = Og((a)) et la démonstration est terminée. Sinon, la famille (y) est de
rang 1.

On raisonne par récurrence sur le rang de la famille F; = (u(w)7y)w|<;- On vient de voir que
rang(Fy) = 1. Soit ¢ € N; comme F; C F; 1, rang(F;) < rang(Fi11). Si rang(F;) = rang(Fit1),
alors Vect(F;) = Vect(Fi41). On a donc Vj > i, rang(F;) = rang(F;). En effet, pour toute lettre
a € A et pour tout vecteur x € Vect(F;), u(a)x € Vect(F;), et donc par récurrence, pour tout
mot w = wy...wx € A*, p(w)r = plw)...u(wg)z € Vect(F;).

Comme le rang des familles F; est strictement croissant avec ¢, jusqu’a étre constant, majoré
par n, il est maximal pour un ig < n — 1. On a alors, pour tout w € A*, u(w)y € Vect(F;,). Or,
pour tout = € F;,, il existe un mot w, |w| < n — 1, telle que © = p(w)y. Donc Az = (S, w) = Ok.
Donc pour tout x € Vect(F;,), Ax = Ok.

Donc pour tout w € A%, Au(w)y = (S, w) = Og. Donc S = Og((ay). O

2.3 Propriété d’étre augmentable en termes de séries rationnelles

Propriété 7. Soient A= (A, Q, ), P CQ et w € A*. Le mot w est un mot augmentant pour P
si et seulement si 11,o(My — Igxq)Ip > 0 (00 Igxq désigne la matrice identité de Mqg(Z)).

Démonstration. Par définition, w est un mot augmentant pour P ssi card(P - w™!) > card(P).
Ip.y—1 = MyIp, et d’aprés le lemme 3, card(P-w™) =1¢1 - MyIp =191 MuIp = 11, oMy Ip,
et card(P) =1¢ - Ip = 11,0lp. Donc :
w est un mot augmentant pour P < card(P -w™') > card(P)
=4 111QMwIP > 117QIP
54 11)Q(Mw — IQXQ)IP >0



Soit Sp € Z((A)), définie par (Sp, w) = 11 o(Mw — Igxq)Ip. La propriété 7 devient donc
card(P - w=t) > card(P) < (Sp, w) > 0.

Propriété 8. La série Sp ainsi définie est reconnaissable.

Démonstration. Avec les notations de la définition 10, il suffit de prendre, si n = card(Q), A =

[11771 | —114, p défini par Yw € A, p(w) = [(J)Ww O"I’”], et v = [ilj On vérifie aisément que

u(e) = Iay, et que Vu, v € A*, p(u)p(v) = p(uv) : p est done bien un morphisme de monoides, et
que Yw € A*, (S, w) = Au(w)y. O

Propriété 9. Soient A= (A, Q, -) et P C Q. La série Sp € Z{{A)) définie comme précédemment
est de rang au plus n.

Démonstration. Le rang de la série Sp est majoré par le rang de la famille de vecteur Au(w),
pour w € A*. Or Vect(Au(w)) = Vect(([ll)nMw — 11, | Ol)n})weA* U ([117,1 | —11),1})). Donc
rang(Sp) <rang(V) 4+ 1, ou V = Vect((11,n(My — I,))wear)-

D’aprés le lemme 5, Vw € A*, My1,1 = 1,1, donc “(11 ,,(My—11,)) 11 = 110 (My—1I)1,1 =
11,n(My — I,)1,1 = 0. Donc 14 ,,(M,, — I,,) est orthogonal & Vect(1,,1) pour tout w € A*, donc
dim(V) < n—1, et rang(Sp) < n. O

3 Borne quadratique sur la taille des mots synchronisants
pour les automates circulaires

Définition 12 (automate circulaire). Soient A = (A, @, -) automate a n états et ¢ € Q. L’auto-
mate A est dit circulaire sil existe a € A tel que {g-c!, 1 <i<n}=Q.

En particulier, la matrice de transition M, de la lettre a est une matrice de permutation.

[’automate de la figure 1.1 est un automate cirulaire : la lettre b produit une permutation des

états. On observe que M, =

_— o O o
SO O
o o= O
o= O O

Propriété 10. Un automate fini circulaire synchronisant @ n états a un mot synchronisant de
taille 2n? — 6n + 5.

Pour prouver cette propriété, on commence par montrer un lemme :

Lemme 11. Soient A = (A, Q, -) automate circulaire synchronisant, a € A une lettre qui induit
une permutation des états de Q, P un ensemble strict de (Q non vide. Alors E;:ol (Sp, ua®) = 0.



Démonstration.

n—1 n—1
> (Sp,ua’) = > 11, o(Mye: — Igx@)Ip
=0 i=0
n—1
=3 oMMy — Igxq)Ip
i=0
n—1
= Z 1y oM Milp — 11 oM, Ip (M,: matrice de permutation)
i=0

n—1
=3 1My — Iguq)MuIp
1=0

n—1
=11.o(My — Igxq) Y Mulp
i=0
= Ca’l”d(P)lLQ(Mu - IQXQ)lQJ
=0 (My1g1 = 1,1 d’aprés le lemme 5)

Démonstration de la propriété 10. Soit P C Q, P # (et P # Q.

Supposons que P ne soit pas 2(n — 1)-augmentable. Par contraposition de la propriété 7, pour
tout w € A* tel que |w| < 2(n — 1), (Sp, w) < 0. Soit u € A*, |u] < n—1.Vi € [0,n—
1], (Sp, ua®) <O0.

D’aprés le lemme 11, Z?:_Ol (S, ua’y = 0, donc Vi € [0, n — 1], (S, ua’) = 0. En particulier,
pour ¢ =0, (S, u) = 0.

Donc, Vu € A%, |u| < n —1= (S, u) = 0. Donc d’aprés le théoreme 6, Sp = 0z((4y), i-e.
Yw € A*, (Sp, w) = 0.

Or A est synchronisant, donc admet un mot w synchronisant, qui est un mot augmentant pour
P, donc d’apres la propriété 7 (Sp, w) > 0. Contradiction.

Donc P est 2(n — 1)-augmentable. Comme d’apreés la propriété 2, il existe ¢ € Q tel que {q}
est 1-augmentable.

Donc A admet un mot w de longueur au plus 1 + 2(n — 1)(n — 2) synchronisant. O
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