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ument s'interesse aux propriétés du réel Ω, 
onstruit par Chaitin [1℄, qui
orrespond à la probabilité qu'un programme tiré au hasard s'arrète. Ce nombreest algorithmiquement aléatoire, 
'est à dire in
ompressible, et 
ontient la réponseau problème de l'arrêt. On introduit pour 
ette étude quelques notions de la théoriede l'information de Chaitin. Le sujet initial de 
e travail étant plus " les nombresnormaux", on regardera quelques lien entre aléas algorithmique.
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1 Quelques notions de théorie de l'information1.1 Qu'est-
e ?La théorie de Chaitin di�ère de la théorie de l'information 
lassique : le butest d'étudié la quantité d'information né
éssaire pour dé�nir une séquen
e �nie ouin�nie �xées, et non pas de la 
ompressibilité d'un �ux aléatoire d'information.1.2 CadreSoit M une Ma
hine de Turing déterministe à deux bandes :� la bande de programme, est in�ni a droite, et 
ontient
#̂|p1|p2| . . . |pn|#|#|#| . . .ave
 p un mot �ni sur Σ = {0, 1}. Elle possède une tête de le
ture seule,initialement au début de la bande qui ne peut se dépla
er que vers la droite.� la bande de travail est in�ni dans les deux sens et 
ontient

. . . |#|#|q̂1|q2| . . . |qm|#|#|#| . . .
q un mot �ni sur Σ = {0, 1}. Elle possède une tête de le
ture/é
riture, ini-tialement poitant sur le premier 
ara
tère de q, qui peut se dépla
er dans lesdeux sens.Un 
al
ul est dit réussi, si la ma
hine s'arrète, et que la tête de le
ture dela bande de programme est sur la dernière 
ase di�érente de #, si bien que le
ouple (p, q) doit dé�nir d'une manière ou d'une autre la �n du programme p.Cette propriété, dîte de "language sans pré�x" (en e�et au
un programme n'estle pré�xe d'un autre) est essentielle à la théorie de Chaitin, et 
on
orde ave
 lanotion usuelle d'un programme informatique.Si le 
al
ul réussi, le résultat r est dé�ni 
omme le 
ontenu de la bande detravail de la position de la tête, jusqu'au premier # :

. . . | ? | ? | ? |r̂1|r2| . . . |rl|#| ? | ? | . . .On supposera de plus que M est une Ma
hine de Turing universelle op-timale, 
'est à dire que pour toute Ma
hine de Turing N du type dé�ni plus hautil existe une 
onstante sim(N ) tel que ∀p, q ∈ Σ∗ ave
 CN (p, q) dé�nie, ∃p′ ∈ Σ∗,
|p′| < |p| + sim(N ), tel que CM(p′, q) = CN (p, q). Une telle Ma
hine de Turingexiste : se donner une enumération des Ma
hine de Turing, pour l'entrée (0i1p, q),simuler la ma
hine Mi sur le 
ouple (p, q). Lorsqu'on ne pré
ise pas la ma
hinedont on parle, 
'est 
elle là que l'on prendra.
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1.3 Dé�nitions� On note Σ∗ (resp. Σω) l'ensemble des suites �nies (resp. in�nies) sur l'en-semble {0, 1}.� Pour w ∈ Σω, w|n ∈ Σ∗ est la suite �nie des n premiers élément de w :
w1w2w3 . . . wn.� Sur une ma
hine N , on apellera CN la fon
tion de 
al
ul, qui asso
ie à unprogramme p ∈ Σ∗ et à une donnée initiale sur la bande de travail q ∈ Σ∗, sile 
al
ul réussi le résultat r.� L'entropie HN d'un mot w ∈ Σ∗ est la taille minimale d'un programme quià partir d'une bande de travail vide donne 
omme résultat w :

HN (w) = min {|p| | p ∈ Σ∗ et CN (p, ǫ) = w}� Le programme 
annonique de w est w∗ = min
{
p | p ∈ ΣH(w)

} pour l'ordrelexi
ographique� De même on dé�nie l'entropie relative
HN (w/v) = min {|p| | p ∈ Σ∗ et CN (p, v∗) = w}� On dé�nie aussi des notions de probabilités

PN (w) =

CN (p,ǫ)=w∑

p∈Σ∗

2−|p| et PN (w/v) =

CN (p,v∗)=w∑

p∈Σ∗

2−|p|Le terme de probabilité 
e justi�e en 
hangeant légèrement la dé�nition denotre Ma
hine de Turing : si la bande de programme est entièrement rempliede 0 et de 1, et don
 que l'on ne for
e plus le programme a s'arreter avantle premier #, et qu'on la remplie aléatoirement (tirages equiprobables etindépendants) alors PN (w) 
orrespond bien a la probabilité que la Ma
hinede Turing reponde w.� En�n, on étend toutes les de�nitions aux n-uplets (il su�t de se donner un
odage des n-uplets sur l'alphabet Σ).1.4 Petits résultatsPour se familiariser ave
 les notions et notations : pour s ∈ Σ∗� w = CM(w∗, ǫ)� H(s) = |s∗|� H(s, t) 6 H(s/t) + H(t) + O(1)� H(s) 6 |s| + H(|s|) + O(1)� 0 < 2H(s) 6 P (s) < 1 3



� ∑
s P (s) < 1� Card {s|H(s) < n} 6 2n� Card {s|P (s) > r} 6 1/r2 Compléxité maximale, Aléas2.1 mots �nis et in�nis de 
omplexité maximalePour la suite, on admettra le résultat suivant : H(s, t) = H(s/t)+H(t)+O(1),dont seulement une inégalité est évidente.Théorème 2.1 (mots �nis et in�nis de 
omplexité maximale) .a. max

|s|=n
H(s) = n + H(n) + O(1)b. Card {s| |s| = n et H(s) 6 n + H(n) − k} 6 2n−k+O(1)
. Si α est tiré aléatoirement dans Σω, alors presque surement :pour presque tout n ∈ N, H(α|n) > nPreuve. Soit s ∈ Σ∗ un mot de longueur n.On à déjà H(s) = H(n, s)+O(1). Ene�et 
onnaissant s, un programme peut mesurer n = |s|, et 
onnaissant le 
ouple

(n, s), un autre programme peut en extraire s. On en déduit, par le résultat admisque (1) H(s) = H(n) + H(s/n) + O(1).AInsi pour tout s, H(s) 6 n + H(n) + O(1), mais par 
ardinalité, au plus 2n−k

s véri�ent H(s/n) < k − n, et don
 par (1), au plus 2n−k s véri�ent H(s) <
n − k + H(n) + O(1). D'où les résultats a. et b.Réutilisant b. , on trouve qu'au plus une proportion 2−H(n)+c des s de longueur
n véri�ent H(s) 6 n. Ainsi la probabilité que H(α|n) 6 n est inférieur à 2−H(n)+c.Hors 2H(s) 6 P (s) et ∑

s P (s) < 1 donnent que ∑
n 2−H(n)+c 
onverge. Le lemmede Borel-Cantelli (Si la somme des probabilités de En est �nie, alors la probabilitéqu'une in�nité d'entre eux se réalisent est nulle) nous donne le résultat �2.2 Dé�nition de l'aléasLe théorème pré
édent nous permet de dé�nir une notion d'aléas. Pour un mot�ni s ∈ Σ∗, on peut dé�nir son degré d'aléas 
omme :

A(s) =
H(s)

|s| + H(|s|)Pour un mot in�ni α ∈ Σω, on dira qu'il est algorithmiquement aléatoire ousimplement aléatoire, ou en
ore in
ompressible, si et seulement s'il existe c telque pour tout n : H(α|n) > n − c. 4



2.3 Constru
tion de Ω : un mot in�ni aléatoireOn dé�ni Ω ∈ [0, 1[ par :
Ω =

∑

s

P (s)Que l'on peut aussi é
rire
Ω =

∑

s

C(p,ǫ)=s∑

p

2−|p| =

C(p,ǫ) dé�nie∑

p

2−|p|Ainsi Ω est la probabilité qu'un programme p tiré aléatoirement sur lama
hine M s'arrête. On va voir que la représentation binaire de Ω est algo-rithmiquement aléatoire, don
 en parti
ulier non 
al
ulable, mais tout de mêmesemi-
al
ulable.Pour 
omprendre la di�éren
e on peut introduire une bande de résultat surlaquelle on ne peut que é
rire qu'une seule fois. Un réel est 
al
ulable si uneMa
hine de Turing peut pour tout n é
rire ses n premières dé
imales sur 
ettebande de résultat. Pour un réel semi-
al
ulable x mais non 
al
ulable on peut fairetendre le le 
ontenu de la bande de travail vers 
e nombre x mais l'on est jamaissur que les n première dé
imale ne vont pas être mod�ées. C'est en fait la mêmenotion que pour les ensembles dé
idables et semi-dé
idables.Théorème 2.2 (Propriétés de Ω) .a. Il existe une fon
tion re
ursive 
roissante ω : N → R qui tend vers Ω en
+∞ :
Ω est semi-
al
ulable.b. Ω est algorithmiquement aléatoirePreuve.a. L'ensemble A = {p|C(p, ǫ) est dé�nie}, 
'est à dire l'ensemble des pro-grammes qui s'arrête, est ré
ursivement énumérable. Soit don
 (pk)k∈N une telleénumération. On pose

ω(n) =
∑

k6n

2−|pk| et on a ω(n) −→ Ωb. Soit n ∈ N, on a Ω > Ω|n > Ω − 2−n, et il existe don
 mn ∈ N tel que
Ω > ω(m) > Ω|n. Ainsi Ω−ω(mn) < 2−n et don
 An = {pk|k 6 mn} 
ontient tousles programmes p de taille au plus n tel que p s'arrête sur M. D'où C(An∩Σ6n) =
{s|H(s) 6 n} ( = A′

n) .Reste à dé�nir une ma
hine N tel que si
C(p, ǫ) = Ω|n alors CN (p, ǫ) = min(Σ∗ \ A′

n) = min{s|H(s) > n}5



Ainsi, C(p, ǫ) = Ω|n ⇒ H(CN (p, ǫ)) > n) En simulant la ma
hine N on trouveune 
onstante c tel que |p|+ c > n 
'est à dire que H(Ω|n) > n− c, 
'est le résultatvoulu. �On pourra noter le parrallèle entre 
ette preuve est le paradoxe de Berry ( Soit
n le plus petit entier non dé�nissable en moins de vingts mots...).3 Autour d'Ω3.1 La question de l'uni
itéOn a jusqu'i
i parler d'une seule 
onstante Ω, mais 
'est par
e que la Ma
hinede Turing M était �xé. En e�et Ω dépend de M, mais ils sont tous liés. En e�etsi M et N sont deux Ma
hine de Turing universelle optimale, alors il existe unprogramme p et une 
onstante c tel que CM(p, ΩM

|n+c) = ΩN
|n : ave
 c la taille d'unprogramme simulant N sur M.Il y a don
 une in�nité d'Ω, qui sont tous aléatoires. Pour autant tous nombrealéatoire n'est pas un Ω : les Ω sont dénombrables, 
ar les ma
hines de Turing lesont, les réels aléatoires de ]0, 1[ ne le sont pas : en e�et le théorème 2.1 nous ditqu'ils forment un ensemble de mesure 1.3.2 Lien ave
 la normalitéLes nombres réels normaux sont par dé�nitions les nombres "statistiquementaléatoire". On a le théorème suivantThéorème 3.1 Si x ∈]0, 1[ est aléatoire, alors x est normal.Le résultat semble assez intuitif : si 
ertaine sequen
es aparaissent plus que d'autredans une 
ertaine base, on se doute qu'il va exiter une façon de le 
ompresser. Iln'en existe pourtant pas de preuve simple.On va 
epedant donner les lignes de la preuve de C.Calude [2℄. Il utilise lethéorème suivant de Solovay :Théorème 3.2 Cara
térisation des mots in�nis algorithmiquement aléatoires x ∈

Σω est aléatoire si et seulement si pour tout ensemble re
ursivement enumérable
S ⊂ Σω ×N tel que ∑

n µ(SnΣω) < ∞, x n'appartient qu'à un nombre �ni de SnΣωOn prend ensuite x un nombre aléatoire, et par l'absurde on suppose que dansla base Q, le 
hi�re i apparait moins souvent (i.e. x n'est pas simplement normalen base Q). Formellement :
lim inf

n

Ni(x|n)

n
< Q−16



. On peut don
 trouver un ǫ > 0 rationnel tel que l'ensemble
{

n > 1| 1
Q

− Ni(x|n)

n
> ǫ

}soit in�ni.On prend don
 l'ensemble dé
idable (et don
 re
ursivement enumérable) :
S =

{
(y, n)|y ∈ Σn, n > 1,

1

Q
− Ni(y)

n
> ǫ

} ave
 Sn = S ∩ (Σ∗ × {n})Il ne reste qu'a prouver la 
onvergen
e de ∑
µ(SnΣω), pour obtenir la simple nor-malité de x en base Q.Le fait d'être aléatoire ne dépend pas de la base 
hoisi (sinon on pourrait 
ompres-ser en 
hangeant de base), x est simplement normal en toute base, don
 normalen toute base.La ré
iproque est fausse : V. Be
her a donné un exemple d'un nombre normal
al
ulable [3℄. D'autre nombre 
omme π ou √

2 sont suspe
tés normaux, et sont
al
ulable.3.3 L'ora
le Ω et le problème de l'arrêtPour une ma
hine M on peut resoudre le problème de l'arrêt des programmesde tailles n en 
onnaissant les n premières dé
imale de ΩM. Pour s'en rendre
ompte, il su�t de reprendre la preuve du théorème 2.2 : Il su�t de 
al
uler Anet de tester si p ∈ An.C'est là qu'apparait la nature d'Ω : 
'est la forme la plus 
ompressée du pro-blème de l'arrêt. Par exemple pour une ma
hine testant la prouvabilité d'une for-mule du premier ordre, la 
onnaissan
e des n première dé
imale permet de véri�éela prouvabilité de toutes le formule qui s'exprime en une taille inferieur à n. Ainsila 
onnaissan
e des 1000 premières dé
imale d'Ω pour un language 
omme Mappledonnerait la réponse à la 
onje
ture de Syra
use.Mais 
'est �nalement une propriété plus négative que positive, par la lois empi-rique de 
onservation des di�
ultés, on en déduit qu'il est très di�
ile de 
al
ulerdes dé
imales signi�
ative d'un Ω.On peut 
iter les travaux de Cristian S. Calude, Mi
hael J. Dinneen, and Chi-KouShu [4℄, qui ont 
al
uler pour une ma
hine parti
ulière les 64 premières dé
imalesde son Ω :
Ω = 0.0000001000000100000110001000011010001111110010111011101000010000...7



Référen
es :[1 ℄ Gregory J. Chaitin A theory of program size formally identi
al to informa-tion theory , Journal of the ACM 22 (1975) p 329-340[2 ℄ Cristian Calude Borel Normality and Algorithmi
 Randomness in G. Ro-zenberg, A. Salomaa (eds.). Developments in Language Theory, World S
ien-ti�
, Singapore, 1994, p 113-129.[3 ℄ Veroni
a Be
her, S. Figueira An example of a 
omputable absolutely nor-mal number (
ontext) - 2002[4 ℄ C. S. Calude, M. J. Dinneen and C-K Shu. Computing a glimpse of ran-domness. Experimental Mathemati
s, 11(3) :361�370, 2002. 12

8


