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0.1 Résumé

Ce document s’interesse aux propriétés du réel €, construit par Chaitin [1], qui
correspond a la probabilité qu’un programme tiré au hasard s’arréte. Ce nombre
est algorithmiquement aléatoire, c’est a dire incompressible, et contient la réponse
au probléme de ’arrét. On introduit pour cette étude quelques notions de la théorie
de I'information de Chaitin. Le sujet initial de ce travail étant plus " les nombres
normaux", on regardera quelques lien entre aléas algorithmique.



1 Quelques notions de théorie de I'information

1.1 Qu’est-ce?

La théorie de Chaitin différe de la théorie de I'information classique : le but
est d’étudié la quantité d’information nécéssaire pour définir une séquence finie ou
infinie fixées, et non pas de la compressibilité d’'un flux aléatoire d’information.

1.2 Cadre

Soit M une Machine de Turing déterministe & deux bandes :
— la bande de programme, est infini a droite, et contient

Fpilpal . . |pal#1H|H#] - ..

avec p un mot fini sur X = {0,1}. Elle posséde une téte de lecture seule,
initialement au début de la bande qui ne peut se déplacer que vers la droite.
— la bande de travail est infini dans les deux sens et contient
L ## Dol - lam [ #1#1#] -
g un mot fini sur ¥ = {0, 1}. Elle posséde une téte de lecture/écriture, ini-
tialement poitant sur le premier caractére de g, qui peut se déplacer dans les
deux sens.

Un calcul est dit réussi, si la machine s’arréte, et que la téte de lecture de
la bande de programme est sur la derniére case différente de #, si bien que le
couple (p,q) doit définir d’'une maniére ou d’une autre la fin du programme p.
Cette propriété, dite de "language sans préfix" (en effet aucun programme n’est
le préfixe d’un autre) est essentielle & la théorie de Chaitin, et concorde avec la
notion usuelle d’un programme informatique.

Si le calcul réussi, le résultat r est défini comme le contenu de la bande de
travail de la position de la téte, jusqu’au premier # :

L2122 Al # 7 ] 7 ]

On supposera de plus que M est une Machine de Turing universelle op-
timale, c’est & dire que pour toute Machine de Turing N du type défini plus haut
il existe une constante sim(N) tel que Vp,q € ¥* avec Cy(p, q) définie, Ip’ € ¥*,
1’| < |p| + sim(N), tel que Cpy(p',q) = Car(p,q). Une telle Machine de Turing
existe : se donner une enumération des Machine de Turing, pour Pentrée (0°1p, q),
simuler la machine M; sur le couple (p,q). Lorsqu’on ne précise pas la machine
dont on parle, c’est celle 1a que 1’on prendra.



1.3

1.4

Définitions

On note ¥* (resp. X“) 'ensemble des suites finies (resp. infinies) sur l’en-
semble {0, 1}.

Pour w € X¥, wy, € X* est la suite finie des n premiers élément de w :
WLWaWs3 . .. Wp.

Sur une machine N, on apellera C) la fonction de calcul, qui associe a un
programme p € X* et a une donnée initiale sur la bande de travail ¢ € ¥, si
le calcul réussi le résultat 7.

L’entropie Hy d’'un mot w € ¥* est la taille minimale d’un programme qui
a partir d’une bande de travail vide donne comme résultat w :

Hy(w) =min{|p| | p € ¥* et Cy(p,€) = w}
Le programme cannonique de w est w* = min {p |pe ZH(“’)} pour l'ordre
lexicographique
De méme on définie I’entropie relative

Hy(w/v) = min{|p| [ p € " et Cy(p,v") = w}

On définie aussi des notions de probabilités

Cn (p,e)=w Cyn(p,v*)=w
Py(w)= > 2Wet Py(w/v)y=>Y_ 277
peEX* pED*

Le terme de probabilité ce justifie en changeant légérement la définition de
notre Machine de Turing : si la bande de programme est entiérement remplie
de 0 et de 1, et donc que 'on ne force plus le programme a s’arreter avant
le premier #, et qu’on la remplie aléatoirement (tirages equiprobables et
indépendants) alors Py (w) correspond bien a la probabilité que la Machine
de Turing reponde w.

Enfin, on étend toutes les definitions aux n-uplets (il suffit de se donner un
codage des n-uplets sur I'alphabet ¥).

Petits résultats

Pour se familiariser avec les notions et notations : pour s € >*

w = Cy(w*,e)

H(s) = |s|

H(s,t) < H(s/t)+ H(t)+ O(1)
H{(s) < |s| + H(Js]) + O(1)

0 <26 < P(s) <1



- >..Pls)<1
— Card {s|H(s) <n} <2"
— Card{s|P(s) >r} < 1/r

2 Compléxité maximale, Aléas

2.1 mots finis et infinis de complexité maximale

Pour la suite, on admettra le résultat suivant : H(s,t) = H(s/t)+ H(t)+O(1),
dont seulement une inégalité est évidente.

Théoréme 2.1 (mots finis et infinis de complexité maximale) .
a. max H(s) =n+ H(n)+ O(1)

[s|=n
b. Card{s| |s| =n et H(s) <n+ H(n) — k} <2 k00
c. Si « est tiré aléatoirement dans X%, alors presque surement :
pour presque tout n € N, H(oy,) > n

Preuve. Soit s € ¥* un mot de longueur n.On a déja H(s) = H(n,s)+ O(1). En
effet connaissant s, un programme peut mesurer n = |s|, et connaissant le couple
(n, s), un autre programme peut en extraire s. On en déduit, par le résultat admis
que (1) H(s) = H(n) + H(s/n) + O(1).
Alnsi pour tout s, H(s) < n+ H(n) + O(1), mais par cardinalité, au plus 2" *
s vérifient H(s/n) < k —n, et donc par (1), au plus 2" % s vérifient H(s) <
n—k+ H(n)+ O(1). D’ou les résultats a. et b.

Réutilisant b. , on trouve qu’au plus une proportion 2-#*¢ des s de longueur
n vérifient H(s) < n. Ainsi la probabilité que H(ay,) < n est inférieur a 2-H®+e,
Hors 2H() < P(s) et >, P(s) < 1 donnent que > 2-#™+¢ converge. Le lemme
de Borel-Cantelli (Si la somme des probabilités de F,, est finie, alors la probabilité
qu’une infinité d’entre eux se réalisent est nulle) nous donne le résultat U

2.2 Définition de ’aléas

Le théoréme précédent nous permet de définir une notion d’aléas. Pour un mot
fini s € ¥*, on peut définir son degré d’aléas comme :

H(s)

A = LD

Pour un mot infini o € ¥, on dira qu’il est algorithmiquement aléatoire ou
simplement aléatoire, ou encore incompressible, si et seulement s’il existe ¢ tel
que pour tout n : H(oy,) >n —c.



2.3 Construction de (2 : un mot infini aléatoire

On défini Q € [0, 1] par :
0= ZP(S)

Que 'on peut aussi écrire

C(p,e) définie

C(p,e)=s
0= Z Z 9-Ipl _ Z 9l
s P

p

Ainsi 2 est la probabilité qu’un programme p tiré aléatoirement sur la
machine M g’arréte. On va voir que la représentation binaire de 2 est algo-
rithmiquement aléatoire, donc en particulier non calculable, mais tout de méme
semi-calculable.

Pour comprendre la différence on peut introduire une bande de résultat sur
laquelle on ne peut que écrire qu’une seule fois. Un réel est calculable si une
Machine de Turing peut pour tout n écrire ses n premiéres décimales sur cette
bande de résultat. Pour un réel semi-calculable x mais non calculable on peut faire
tendre le le contenu de la bande de travail vers ce nombre x mais ’on est jamais
sur que les n premiére décimale ne vont pas étre modfiées. C’est en fait la méme
notion que pour les ensembles décidables et semi-décidables.

Théoréme 2.2 (Propriétés de () .
a. Il existe une fonction recursive croissante w : N — R qui tend vers ) en
+00
Q est semi-calculable.
b. € est algorithmiquement aléatoire

Preuve.

a. L’ensemble A = {p|C(p,¢) est définie}, c’est a dire l'ensemble des pro-
grammes qui s’arréte, est récursivement énumérable. Soit donc (pg)ren une telle
énumération. On pose

w(n) = ZZ““' et on a w(n) —
k<n
b. Soit n € N, on a 2 > €, > Q — 27" et il existe donc m,, € N tel que
Q> w(m) = Q. Ainsi Q —w(m,) < 27" et donc A,, = {pi|k < m,} contient tous
les programmes p de taille au plus n tel que p s’arréte sur M. D’ott C(A, NES") =
{sl(s) <n} (=4)) .
Reste a définir une machine N tel que si

C(p,€) = Qp, alors Cyr(p, €) = min(¥* \ A4;) = min{s|H(s) > n}
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Ainsi, C(p,e) = Qi = H(Cn(p,€)) > n) En simulant la machine A/ on trouve
une constante c tel que |p|+c > n c’est a dire que H(),,) > n —c, c’est le résultat
voulu. 0

On pourra noter le parralléle entre cette preuve est le paradoxe de Berry ( Soit
n le plus petit entier non définissable en moins de vingts mots...).

3 Autour d’(

3.1 La question de 'unicité

On a jusqu’ici parler d’une seule constante {2, mais c¢’est parce que la Machine
de Turing M était fixé. En effet €2 dépend de M, mais ils sont tous liés. En effet
si M et N sont deux Machine de Turing universelle optimale, alors il existe un
programme p et une constante ¢ tel que Cy(p, Q‘/xﬂrc) = QTX : avec ¢ la taille d’un
programme simulant A/ sur M.

Il y a donc une infinité d’€2, qui sont tous aléatoires. Pour autant tous nombre
aléatoire n’est pas un 2 : les {2 sont dénombrables, car les machines de Turing le
sont, les réels aléatoires de |0, 1[ ne le sont pas : en effet le théoréme 2.1 nous dit
qu’ils forment un ensemble de mesure 1.

3.2 Lien avec la normalité

Les nombres réels normaux sont par définitions les nombres "statistiquement
aléatoire". On a le théoréme suivant

Théoréme 3.1 Six €)0, 1] est aléatoire, alors x est normal.

Le résultat semble assez intuitif : si certaine sequences aparaissent plus que d’autre
dans une certaine base, on se doute qu’il va exiter une facon de le compresser. Il
n’en existe pourtant pas de preuve simple.

On va cepedant donner les lignes de la preuve de C.Calude [2]. 11 utilise le
théoréme suivant de Solovay :

Théoréme 3.2 Caractérisation des mots infinis algorithmiquement aléatoires x €
> est aléatoire si et seulement si pour tout ensemble recursivement enumeérable
S C X¥xN tel que Y, (5, X%) < 0o, & n'appartient qu’a un nombre fini de S, X

On prend ensuite x un nombre aléatoire, et par 'absurde on suppose que dans
la base @, le chiffre i apparait moins souvent (i.e. x n’est pas simplement normal
en base ()). Formellement :

Ni n
lim inf ﬂ

n n

<Q!
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. On peut donc trouver un € > 0 rationnel tel que ’ensemble

{n SHEREEICIINS 6}
= Q n

soit infini.
On prend donc 'ensemble décidable (et donc recursivement enumérable) :

S = {(y,n)\y ex’,n> 1)%_ N;Ey)

Il ne reste qu’a prouver la convergence de > 1(S,%“), pour obtenir la simple nor-
malité de x en base Q.
Le fait d’étre aléatoire ne dépend pas de la base choisi (sinon on pourrait compres-
ser en changeant de base), x est simplement normal en toute base, donc normal
en toute base.

La réciproque est fausse : V. Becher a donné un exemple d’un nombre normal
calculable [3]. D’autre nombre comme 7 ou /2 sont suspectés normaux, et sont
calculable.

> e} avec S, = SN (X" x {n})

3.3 L’oracle () et le probléme de I’arrét

Pour une machine M on peut resoudre le probléme de 'arrét des programmes
de tailles n en connaissant les n premiéres décimale de Q™. Pour s’en rendre
compte, il suffit de reprendre la preuve du théoréme 2.2 : Il suffit de calculer A,
et de tester si p € A,.

C’est la qu’apparait la nature d’Q2 : c’est la forme la plus compressée du pro-
bléme de I'arrét. Par exemple pour une machine testant la prouvabilité d’une for-
mule du premier ordre, la connaissance des n premiére décimale permet de vérifiée
la prouvabilité de toutes le formule qui s’exprime en une taille inferieur & n. Ainsi
la connaissance des 1000 premiéres décimale d’€) pour un language comme Mapple
donnerait la réponse a la conjecture de Syracuse.

Mais c’est finalement une propriété plus négative que positive, par la lois empi-
rique de conservation des difficultés, on en déduit qu’il est trés difficile de calculer
des décimales significative d’un €.

On peut citer les travaux de Cristian S. Calude, Michael J. Dinneen, and Chi-Kou
Shu [4], qui ont calculer pour une machine particuliére les 64 premiéres décimales
de son € :

2 = 0.0000001000000100000110001000011010001111110010111011101000010000...
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