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Résumé
Le système de numération d’Ostrowski a pour échelle de numération les

dénominateurs des convergents dans le développement en fraction continue
d’un réel donné. Nous nous proposons ici d’évoquer les nombreuses appli-
cations de cette numération à la combinatoire des mots. En particulier, la
numération d’Ostrowski est particulièrement adaptée pour décrire d’un point
de vue tant combinatoire qu’arithmétique ou ergodique les suites sturmiennes.
Plus généralement, nous indiquerons comment ces résultats peuvent s’étendre
à l’étude de certaines suites doubles ainsi qu’à celle de suites de complexité
sous-linéaire.

1 Introduction

Une mesure classique du désordre pour une suite à valeurs dans un alphabet fini,
consiste à compter le nombre p(n) de facteurs distincts de longueur n. On définit
ainsi une fonction p appelée fonction de complexité. Cette fonction permet de ca-
ractériser en particulier les suites périodiques (ce sont les suites pour lesquelles il
existe un entier n tel que p(n) ≤ n), ainsi que certaines suites de basse complexité,
comme les suites de complexité n + 1. Celles-ci sont appelées suites sturmiennes
et possèdent la particularité remarquable de pouvoir être étudiées tant d’un point
de vue combinatoire qu’arithmétique : elles sont en effet obtenues, entre autres
méthodes, comme des codages de rotations irrationnelles sur le cercle unité. Le but
de ce survol est de montrer comment le système de numération d’Ostrowski (basé
sur le développement en fraction continue d’un irrationnel donné) permet de décrire
naturellement les propriétés combinatoires des suites sturmiennes et de certaines de
leurs généralisations unidimensionnelles et bidimensionnelles. Nous verrons qu’il ne
s’agit pas tant d’appliquer des propriétés de nature arithmétique pour en déduire
des résultats combinatoires, que de faire interagir arithmétique, théorie ergodique
et combinatoire des mots. Cette interaction apparâıt naturellement lors de l’étude
de certaines suites de faible désordre (c’est-à-dire dont la fonction de complexité est
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sous-linéaire) : ces suites peuvent être engendrées comme limite de compositions suc-
cessives d’un nombre fini de susbtitutions [70] ; l’ordre selon lequel ces substitutions
se composent permet alors d’introduire des développements en fraction continue
généralisés, une motivation étant d’obtenir des algorithmes d’approximation simul-
tanée. Ce travail est en quelques sortes une continuation de [2], où nous étudions les
applications en combinatoire des mots du théorème des trois longueurs.

Cet article est organisé comme suit. Nous introduisons le système de numération
d’Ostrowski au paragraphe 2 et rappelons notamment quelques résultats classiques
de discrépance, obtenus grâce à cette numération. Nous nous intéressons plus par-
ticulièrement aux suites sturmiennes au paragraphe 3 et aux relations qu’elles en-
tretiennent naturellement avec la numération d’Ostrowski. Nous tentons d’étendre
cette approche au pararaphe 4 selon deux voies de généralisation, duales d’un point
de vue arithmétique : nous considérons des codages de rotations sur un tore mul-
tidimensionnel d’une part, et d’autre part des codages de l’action de plusieurs ro-
tations sur le tore unidimensionnel. Nous évoquons en particulier la description
arithmétique des codages binaires de rotations, des échanges de trois intervalles,
des suites d’Arnoux-Rauzy et des suites doubles sturmiennes, description que nous
illustrons sur un exemple, à travers l’étude de l’équilibre. Enfin, nous concluons ce
survol par un bref rappel au paragraphe 5 des propriétés des suites de complexité
sous-linéaire.

2 Approche arithm étique

Le développement en fraction continue d’un réel α permet de construire expli-
citement les rationnels qui approchent au mieux ce réel ; il s’agit de la propriété de
meilleure approximation : un rationnel a/b est dit meilleure approximation de α
si

∀c/d 6= a/b, 0 < d ≤ b, alors |dα− c| > |bα− a|.
Les meilleures approximations d’un irrationnel α sont exactement les convergents
pn
qn

. Pour plus de détails, voir [36, 100]. Considérons maintenant le problème d’ap-
proximation non homogène associé : comment approcher modulo 1 un réel β par des
points de la forme kα ? Remarquons que si α est rationnel, il existe alors des réels β
tels que la quantité |qα + p− β| peut être minorée indépendamment de (p, q). Il est
donc raisonnable de penser que si α est bien approché par les rationnels (c’est-à-dire
si les quotients partiels de α sont grands), il existe alors des réels β qui ne pourront
pas être bien approchés par des points de la forme qα + p, ce qui est effectivement
le cas (voir par exemple [36]). Ceci indique que le développement en fraction conti-
nue de α joue encore un rôle déterminant pour le problème non homogène. Afin de
construire explicitement des solutions à ce problème, il est intéressant d’introduire
le système de numération suivant, dans lequel nous allons développer à la fois des
entiers et des réels.

2.1 Définitions

Le système de numération d’Ostrowski [133] est le système de numération
associé à l’échelle de numération (qn)n∈N, où les qn sont les dénominateurs des conver-
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gents dans le développement en fraction continue d’un réel irrationnel 0 < α < 1
donné. (Notons que l’on a bien q0 = 1.) On note (an)n∈N la suite des quotients
partiels. On a donc

α =
1

a1 +
1

a2 + ...

:= [0; a1, a2, · · · ],

pn
qn

=
1

a1 +
1

a2 + ...
+ 1
an

= [0; a1, · · · , an].

On a q0 = 1, q1 = a1, et pour tout entier qn, qn+1 = an+1qn + qn−1. En appliquant
l’algorithme glouton (voir par exemple [77]), on obtient le résultat suivant.

Proposition 1. Tout nombre entier naturel N s’écrit de manière unique sous la
forme

N =
m∑
k=1

dkqk−1,

où {
0 ≤ d1 ≤ a1 − 1, 0 ≤ dk ≤ ak, pour k ≥ 2,
dk = 0 si dk+1 = ak+1.

(1)

Par exemple, si α = 1+
√

5
2

est le nombre d’or, on retrouve la numération de
Fibonacci, et la condition dite “markovienne” (1) équivaut au fait que l’on ne trouve
pas deux 1 consécutifs dans la suite des coefficients de la représentation. Cette
numération est alors appelée représentation de Zeckendorf [178]. On peut de
manière analogue développer des réels. La base est donnée par la suite (θn)n∈N, où
∀n ∈ N, θn := qnα−pn. Rappelons que le signe de θn est égal au signe de (−1)n. On
obtient donc le résultat suivant (voir par exemple [53, 54, 62, 93, 115, 116, 161, 165]).

Proposition 2. Tout réel β, avec −α ≤ β < 1− α, s’écrit de manière unique sous
la forme suivante

β =
+∞∑
k=1

bkθk−1, (2)

où 0 ≤ b1 ≤ a1 − 1, 0 ≤ bk ≤ ak, pour k ≥ 2,

bk = 0 si bk+1 = ak+1,

bk 6= ak, pour une infinité d’entiers pairs et une infinité d’entiers impairs.

Notons que l’on a bien convergence puisque

∀k, bk|qk−1α− pk−1| ≤
ak
qk
≤ 1

qk−1

.

La condition sur les coefficients d’indice pair et impair garantit l’unicité de cette
écriture dans le cas où β ≡ lα (mod 1). En effet, on a∑
k≥k0

a2k+1θ2k =
∑
k≥k0

−θ2k−1 + θ2k+1 = −θ2k0−1 =
∑

k≥k0+1

a2kθ2k−1 + (a2k0−1) + a2k0−2.
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Notons que cette écriture peut être étendue à R (voir [157]). Ces développements
nous permettent donc d’approcher arbitrairement près β modulo 1 par des points de
la forme Nα : il suffit de développer β selon (2) ; les entiers Nn avec Nn =

∑n
k=1 bkqk−1

fournissent les meilleures approximations. Supposons maintenant que l’on ne veuille
approcher β que d’un côté modulo 1. Il apparâıt alors naturel de dq́evelopper β selon
la base (|θn|)n∈N. On obtient alors (voir par exemple [82, 89]) le résultat suivant.

Proposition 3. Tout réel β, avec 0 ≤ β < 1, s’écrit de manière unique sous la
forme :

β =
+∞∑
k=1

ck|θk−1|, (3)

où 0 ≤ ck ≤ ak, et ck+1 = 0 si ck = ak,

ck 6= ak pour une infinité d’entiers pairs.

Il existe de même un système de numération associé sur les entiers : l’échelle de
numération est donnée par ((−1)nqn)n∈N (voir par exemple [157]). Il est alors plus
délicat d’exprimer les meilleures approximations, à gauche par exemple, de β par
des points de la forme Nα en raison des signes qui apparaissent : pour un algorithme
explicite, voir [23].

2.2 Quelques applications

Ces développements sont particulièrement adaptés pour étudier la répartition
de la suite (nα)n∈N, c’est-à-dire la manière dont se distribuent les points (nα)n∈N
modulo 1. On sait que la suite (nα)n∈N est uniformément répartie modulo 1 si α est
irrationnel, c’est-à-dire que que pour tout I intervalle du tore R/Z, la quantité

Card{n ≤ N, nα ∈ I}
N

tend vers la longueur |I | de I , quand N tend vers l’infini. Plus précisément, on peut
mesurer la rapidité de cette convergence vers la répartition uniforme en introduisant
la notion de discrépance : la discrépance DN d’une suite (xn)n∈N est définie comme
la borne supérieure, pour I intervalle fixé du tore R/Z, de la quantité

Card{n ≤ N ; xn ∈ I}
N

− |I |.

Pour plus de détails, voir par exemple [111, 57]. De nombreux travaux basés sur le
système de numération d’Ostrowski ont été consacrés à l’étude de la discrépance de la
suite (nα) (voir par exemple [12, 53, 54, 57, 60, 61, 62, 63, 80, 115, 116, 138, 155, 161,
164], voir aussi [13] pour le cas multidimensionnel). Plus précisément les problèmes
de minoration ou de majoration de quantités du type Card{n ≤ N, nα ∈ I}−N |I |,
pour I intervalle du tore R/Z, ont été largement étudiés [60, 61, 62, 99]. Nous y
reviendrons au paragraphe 4.5. L’étude des bornes inférieures ou supérieures des
expressions

cα(N) :=
∑

1≤k≤N
({kα} − 1/2)



Autour du système de numération d’Ostrowski 213

a également donné lieu à de nombreux travaux (voir par exemple [83, 84, 114,
115, 116, 133, 159, 160] et le survol [154]). Le cas non homogène (on considère
cα,β(N) :=

∑
1≤k≤N ({kα+β}−1/2)) a été en traité dans [135, 136] où il est montré,

de manière surprenante, que l’on peut perdre l’oscillation qui se produit entre va-
leurs positives et négatives dans le cas homogène pour des quotients partiels bornés.
En effet, si les quotients partiels de α sont bornés par A, il existe une constante CA

telle que pour une infinité d’entiers N , l’on ait cα(N) < CA log N et pour une infi-
nité d’entiers N , l’on ait cα(N) > −CA log N . Néanmoins dans cas non homogène,
on n’a plus forcément une telle oscillation. Par exemple, c√2,1/2(N) > 0, pour tout
N [135, 136]. Voir le paragraphe 4.5 pour une application combinatoire de ces es-
timations. Hardy et Littlewood étudient également dans [83, 84] les prolongements

analytiques des séries de Dirichlet
∑
k≥1

{kα}
ks

, afin de compter le nombre de points
d’un réseau dans un triangle (pour plus de détails, voir aussi [14, 15, 172]). La
numération d’Ostrowski est également particulièrement adaptée à l’étude diophan-
tienne de formes linéaires non homogènes, et en particulier, à la minimisation de
quantités du type ||qα+β||, ou q||qα+β||, où ||x|| désigne la distance de x à l’entier
le plus proche entier (voir par exemple [25, 35, 50, 53, 54, 160, 162]). Pour un rappel
des différents algorithmes de fractions continues non homogènes correspondant à ce
type de problèmes, voir [107]. On obtient de nombreuses propriétés métriques et
ergodiques concernant les fractions continues en introduisant la transformation de
Gauss T : [0, 1[→ [0, 1[, T (x) 7→ {1/x}, si x 6= 0, et T (0) = 0. On peut de même
décrire les développements (2) et (3) comme un produit croisé de la transformation
T des fractions continues. Ito donne ainsi dans [89] les transformations définies sur
[0, 1[×[0, 1[ qui produisent respectivement les développements (2) et (3) ; ces trans-
formation produisent des quotients partiels (an, bn) correspondant respectivement
au développement en fraction continue de α et au développement d’Ostrowski de β.
Ces transformations sont analogues à la transformation suivante :

T̃ :]0, 1[2→]0, 1[2, T̃ (α, β) = ({ 1

α
}), {β

α
}). (4)

On obtient ainsi une réalisation de leur extension naturelle et une expression des
mesures invariantes (voir aussi [93, 165]). Ito et Nakada en déduisent dans [92, 93]
des résultats de distribution, comme par exemple le résultat suivant de convergence
vers la constante de Lévy : pour presque tout (α, β),

lim
1

n
log Nn =

π2

12 log 2
,

où Nn est la suites des approximations de β par les points kα. Une caractérisation
de l’extension quadratique Q(α) (pour α quadratique) est de plus donnée dans
[82] en fonction de ces développements (voir aussi [53, 54] et [94]). Ce résultat est
étendu dans [90] à des nombres cubiques en utilisant l’algorithme de Jacobi-Perron
modifié. Voir également [98, 97] pour une construction de mesures non singulières,
non atomiques et quasi-ergodiques associées à ces systèmes de numération. Sidorov
et Vershik étudient dans [157] les propriétés “adiques” et ergodiques des systèmes
de numération d’Ostrowski. En particulier, ils établissent une réalisation adique des
rotations irrationnelles sur le cercle unité en explicitant un isomorphisme métrique
entre la rotation d’angle α et la transformation adique correspondant respectivement
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aux développements (2) et (3). Ils en déduisent une nouvelle preuve du théorème
d’Erdös sur la singularité (par rapport à la mesure de Lebesgue sur [0, 1 + α]) de
la distribution de la variable aléatoire

∑
n≥1 xnα

n, où xn = 0, 1 avec une probabilité
1/2. Liardet décrit de même dans [119] les propriétés de l’odomètre construit sur
le système de numération d’Ostrowski (il est continu, donc surjectif et minimal) en
relation avec l’étude dynamique des suites α-multiplicatives. Voir aussi les travaux
de Coquet [43, 44, 45, 46, 47] et le texte de Liardet qui leur est consacré [118]. Pour
une approche algébrique et géométrique de ces questions, voir [6, 8]. On sait qu’il
est possible de coder le flot géodésique sur la surface modulaire (le quotient du plan
hyperbolique par le groupe modulaire) par les fractions continues (voir par exemple
[153, 5]). Arnoux et Fisher introduisent alors le flot scénographique (qui se projette
sur le flot géodésique) qui permet d’étendre l’approche modulaire à ce contexte
non homogène, c’est-à-dire affine (on travaille ici avec SA(2,Z)\SL(2,R) au lieu
de SL(2,Z)\SL(2,R)) : en d’autres termes, le flot scénographique est au système
de numération d’Ostrowski ce que le flot géodésique est aux fractions continues. Le
produit croisé (4) des fractions continues associé à la numération d’Ostrowski est
ainsi explicité comme une transformation de premier retour sur une section du flot.
Enfin, l’algorithme d’Ostrowski intervient également en informatique théorique pour
le problème des arrondis dans le calcul des fonctions élémentaires afin détablir des
tables de logarithmes, de sinus etc... (pour plus de détails, voir [112, 113]).

3 Approche combinatoire

Le but de ce paragraphe est de montrer d’une part comment les fractions conti-
nues interviennent de manière naturelle pour exprimer de nombreuses propriétés du
langage des facteurs d’une suite sturmienne. Nous verrons d’autre part que si l’on
veut affiner ces propriétés, c’est-à-dire considérer des propriétés métriques ou com-
binatoires d’une suite sturmienne donnée, le système de numération d’Ostrowski
est particulièrement adapté.

3.1 Suites sturmiennes et fonction de complexit é

La fonction de complexité est une notion très utile pour l’étude des suites et
des systèmes dynamiques symboliques. Soit u = (un)n∈N une suite à valeurs dans
l’alphabet fini A. On appelle fonction de complexité de u, et l’on note p, la
fonction (définie sur les entiers) qui compte le nombre de facteurs de u de longueur
donnée :

p(n) = Card{w; w est facteur de u et |w| = n}.
Pour plus d’informations sur la fonction de complexité, voir par exemple les survols
[3, 72]. La fonction de complexité permet de caractériser les suites périodiques. On
a en effet le résultat classique suivant (voir [130, 48] et pour une preuve, voir par
exemple [16]) : une suite indexée par N est ultimement périodique si et seulement
s’il existe un entier n ∈ N non nul tel que p(n) ≤ n. Il apparâıt alors naturel de
s’intéresser aux suites de complexité n + 1, c’est-à-dire telles que p(n) = n + 1,
pour tout n. Les suites de complexité n + 1 (indexées par N) sont appelées suites
sturmiennes. Les suites sturmiennes sont donc les suites de complexité minimale
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parmi les suites non ultimement périodiques. L’exemple le plus classique de suite
sturmienne est la suite de Fibonacci, point fixe de la substitution σ définie sur
{0, 1} par σ(0) = 01 et σ(1) = 0. (Une substitution est un endomorphisme pour la
concaténation du monöıde libre A∗, formé des mots finis sur A ; on peut étendre la
définition d’une substitution à l’ensemble des suitesAN.) Les suites sturmiennes sont
donc définies de manière purement combinatoire, mais ce qui est remarquable, c’est
qu’elles peuvent être également représentées de manière géométrique (voir [131]) :
les suites sturmiennes sont exactement les suites obtenues en codant l’orbite d’un
point ρ du cercle unité sous la rotation d’angle irrationnel α, par rapport à des
intervalles complémentaires du cercle unité de longueurs α et 1 − α. Dans tout ce

qui suit Rα désigne la rotation définie sur le tore T1 = R/Z de dimension 1, par
Rαx = x + α modulo 1. S’il n’y a pas d’ambigüıté, nous omettrons de préciser que
nous travaillons modulo 1.

Théorème 1 (Morse-Hedlund [131]). Soit u une suite sturmienne à valeurs dans
{0, 1}. Il existe alors α irrationnel dans ]0, 1[ et ρ ∈ R tels que l’on ait :
soit

∀k ∈ N, (uk = 0⇐⇒ Rk
α(ρ) = ρ + kα ∈ [0, 1− α[),

soit
∀k ∈ N, (uk = 0⇐⇒ Rk

α(ρ) = ρ + kα ∈ ]0, 1− α]).

On appelle angle d’une suite sturmienne le réel α qui lui est ainsi associé et parti-
tion, la partition de T1 selon laquelle on code, c’est-à-dire soit {[0, 1−α[, [1−α, 1[},
soit {]0, 1− α], ]1− α, 1]}.

Notons que les suites sturmiennes ont de nombreuses autres caractérisations,
tant géométriques que combinatoires (voir, par exemple, les survols [16, 124, 29]).
On peut par exemple les considérer comme des codages de droites discrètes (voir
par exemple [123]) ou comme des codages de trajectoires dans un billard carré. Les
techniques les plus généralement utilisées pour étudier ces problèmes sont d’une
part l’étude des graphes des mots et l’induction (nous reviendrons sur ces notion
aux paragraphes 3.3 et 3.4 respectivement).

3.2 Suites sturmiennes et fractions continues

Un des intérêts de la représentation géométrique des suites sturmiennes comme
codages de rotations est qu’elle fournit une description simple des facteurs en termes
d’intervalles du cercle unité. En effet, on peut associer bijectivement les facteurs de
taille donnée et les intervalles d’une certaine partition du cercle unité de la manière
suivante (voir par exemple [102, 128]). Soit u une suite sturmienne d’angle α et de
partition {I0, I1} ; il existe donc ρ tel que

∀k ∈ N, (uk = 0⇐⇒ ρ + kα ∈ I0).

Les facteurs de longueur n de la suite u sont en bijection avec les n + 1 intervalles
de la partition du cercle unité par les points −kα, 0 ≤ k ≤ n, par l’application qui
à un facteur w1 . . . wn associe l’unique intervalle du cercle unité Iw1...wn défini par

Iw1...wn =
⋂

1≤i≤n
R−i+1
α Iwi.
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(Notons que la connexité des ensembles Iw1...wn vient de |I0|, |I1| ≤ sup(1 − α, α).)
On a alors

ρ + kα ∈ Iw1···wn si et seulement si w1 . . . wn apparâıt à l’indice k,

c’est-à-dire que
w1 = uk, w2 = uk+1, . . . , wn = uk+m−1.

Notons que l’on déduit de cette propriété que deux suites sturmiennes ont le même
langage (c’est-à-dire même ensemble de facteurs) si et seulement si elles ont le
même angle. En d’autre termes, pour toute suite sturmienne u, le système dyna-
mique (O(u), T ) est minimal, T désignant le décalage unilatéral : T ((un)n∈N) =
(un+1)n∈N, et O(u) désignant la clôture de l’orbite de u sous l’action de T dans
{0, 1}N muni du produit des topologies discrètes. Rappelons qu’un système dyna-
mique (O(u), T ) engendré par une suite u est dit minimal si l’adhérence de l’orbite
de toute suite est égale au système tout entier, ce qui revient à dire que toutes les
suites ont même ensemble de facteurs. Pour plus de détails, voir [137]. Il n’est pas
difficile de voir par un argument de compacité [137] que la minimalité du système est
équivalente à l’uniforme récurrence de la suite u (une suite est dite uniformément
récurrente si les lacunes entre deux occurrences d’un même facteur sont bornées).
En effet, soit w un facteur donné de la suite u et [w] l’ensemble des suites de O(u)
qui commencent par w ; on peut écrire par minimalité

O(u) = ∪n≥0T
−n[w],

et par compacité
O(u) = ∪1≤i≤pT

−ni [w],

ce qui implique que pour tout k ≥ 0, T ku ∈ ∪1≤i≤pT
−ni [w], et donc w apparâıt à

lacunes bornées dans u. Ceci implique en particulier qu’une suite sturmienne est uni-
formément récurrente. De nombreuses propriétés des langages sturmiens se déduisent
aisément de cette correspondance entre facteurs et intervalles, et s’énoncent na-
turellement en fonction du développement en fraction continue de l’angle. Nous
considérons ainsi au paragraphe 3.3 les fréquences des facteurs de longueur donnée.
Nous allons voir de plus sur deux questions précises (puissances de facteurs et engen-
drement par substitutions) que si les fractions continues permettent de décrire des
propriétés concernant les suites sturmiennes de même angle, dès que l’on veut obte-
nir quelque chose de précis concernant une suite sturmienne donnée, le système de
numération d’Ostrowski apporte les informations nécessaires grâce au développement
du point dont on code l’orbite.

3.3 Fréquences et graphe des mots

On déduit de la représentation par intervalles, par uniforme répartition de la suite
(kα)k∈N (rappelons que α est irrationnel), que la fréquence d’apparition d’un facteur
w1 · · ·wn est égale à la longueur de l’intervalle Iw1···wn . Cette longueur s’exprime
en fonction du développement en fraction continue de l’angle α. Rappelons que la
fréquence f(w) du facteur w est définie comme la limite (si elle existe) du quotient
du nombre d’occurrences de ce facteur dans les N premiers termes de la suite, par
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N . Il s’agit donc d’une notion métrique qui permet de produire une mesure de
probabilité borélienne invariante par le décalage sur le système dynamique engendré
par la suite. Notons de plus que les longueurs des intervalles délimités par les points
−kα, 0 ≤ k ≤ n, prennent trois valeurs au plus : il s’agit du théorème des trois
longueurs (voir [161, 167, 168] ou le survol [2]). Ces longueurs s’expriment en
fonction des convergents intermédiaires dans le développement en fraction continue
de l’angle α, c’est-à-dire en fonction des approximations de α par des points de
Farey. En effet, ces trois longueurs sont exactement les distances des points situés
de part et d’autre de 0 (quand on les considère dans R/Z) et leur somme, d’où
la recherche de la minoration de quantités de la forme |qα + p|. Or ces longueurs
correspondent aux fréquences des facteurs de longueur n. Ce résultat peut s’obtenir
à l’aide de la notion de graphe des mots de Rauzy [18]. On obtient ainsi une preuve
purement combinatoire du théorème des trois longueurs. Le graphe des mots Γn
des facteurs de longueur n d’une suite u à valeurs dans l’alphabet fini A est un
graphe orienté (voir, par exemple, [142]), qui est un sous-graphe du graphe des mots
de de Bruijn (voir [52]). Le graphe Γn a pour sommets les facteurs de longueur n
de la suite, avec une arête de U vers V , s’il existe un mot W de longueur n− 1 tel
que U = xW et V = Wy, avec x, y ∈ A, et tel que xWy soit un facteur de la suite.
Considérons une suite sturmienne. De la complexité (∀n, p(n) = n + 1), on déduit
l’existence d’un unique facteur Dn de longueur n spécial à droite, c’est-à-dire ayant
deux extensions à droite dans la suite. Soit, de même, Gn l’unique facteur de longueur
n spécial à gauche. Une suite sturmienne présente deux types de graphes selon que
Gn = Dn ou que Gn 6= Dn. (Un facteur à la fois spécial à droite et à gauche est
dit bispécial ; par exemple, quand Gn = Dn, ce facteur est bispécial.) Une étude
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Fig. 1 – Graphes des mots pour les suites sturmiennes

précise des fréquences permet de déduire des résultats ergodiques concernant les
nombres de recouvrement. Soit (X, T, µ) un système dynamique métrique. On peut
associer à un tel système des invariants pour la notion d’isomorphisme métrique ou
topologique, appelés nombres de recouvrement, permettant également de définir
la notion de rang (voir par exemple le survol [71] ainsi que [70, 38]). Rappelons
qu’une tour de Rokhlin est une union d’ensembles disjoints de la forme B, TB, . . .,
T h−1B. Les nombres de recouvrement (voir [39, 67, 69, 71, 101]) mesurent la tour
de Rokhlin de plus grande taille et de hauteur arbitrairement grande h, contenue
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dans X, dont la base B possède certaines propriétés de régularité, comme le fait
d’être un intervalle ou un ensemble de petit diamètre, si X = T1, ou bien d’être
un cylindre, si X est un sytème dynamique symbolique. Combinatoirement, cela
revient à considérer la proportion maximale d’une suite que l’on peut recouvrir avec
des occurrences sans chevauchement de facteurs arbitrairement grands, ou en termes
géométriques, la proportion maximale du cercle unité que l’on peut recouvrir avec
un nombre arbitrairement grand d’images successives disjointes sous l’action de la
rotation Rα d’un intervalle (voir [38, 39]).

3.4 Induction et substitutions

L’étude de l’évolution du graphe des mots est une méthode puissante qui per-
met de décrire avec précision les suites sturmiennes. Arnoux et Rauzy [11] ont
ainsi prouvé la “S-adicité” des systèmes dynamiques sturmiens : l’ensemble des
facteurs d’une suite sturmienne est égal à l’ensemble des facteurs d’une suite en-
gendrée comme limite de compositions successives de deux substitutions. On a plus
précisément le résultat suivant.

Théorème 2. Soit α un irrationnel de développement en fraction continue α =
[0; a1 + 1, a2, · · · ]. Soient σ0 et σ1 définies par σ0(0) = 01, σ0(1) = 1, et σ1(1) = 10,
σ1(0) = 0. L’ensemble des facteurs des suites sturmiennes d’angle α est égal à celui
de la suite (sturmienne)

lim
n→∞

σa1
0 σa2

1 σa3
0 σa4

1 · · ·σ
a2n−1
0 σa2n

1 (0).

Ce type d’engendrement est appelé S-adique selon la terminologie “adique” due
à Vershik (voir par exemple [173]). Nous reviendrons sur cette notion au paragraphe
5. Une autre manière de voir ce développement consiste à considérer des règles
caténatives, comme les règles standard de Rauzy [145]. Une vaste littérature existe
sur ce sujet (voir par exemple le survol [29] et [152]) motivée entre autres choses
par la question de la caractérisation des suites sturmiennes points fixes de substitu-
tion [49]. Le cas des suites sturmiennes caractéristiques (correspondant au problème
d’approximation homogène de 0 par les points kα) a été résolu dans [49] (pour
d’autres preuves, voir les références de [124]). Pour le cas général non homogène
(traité par Yasutomi dans [176] et Komatsu dans [109]), nous avons non seulement
besoin de l’information donnée par le développement en fraction continue de l’angle,
mais aussi du développement d’Ostrowski du point ρ dont l’orbite est codée. On
peut ainsi exprimer algorithmiquement une suite sturmienne donnée, en “itérant”
des substitutions élémentaires gouvernées par le développement d’Ostrowski (voir
[7] et aussi [95, 176, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 132, 87]).

L’argument essentiel de la preuve de [7] (donnant le développement S-adique ex-
plicite d’une suite sturmienne donnée) repose sur un procédé classique d’induction.
L’idée en est la suivante. Considérons une rotation R d’angle α sur R/Z. Nous allons
induire sur le plus grand des deux intervalles [0, 1 − α[ et [1 − α, 1[ (notons qu’il
ne s’agit pas exactement de l’induction de Rauzy [140]). Supposons par exemple
α < 1/2. Soit donc I = [0, 1 − α[. Soit ρ ∈ I . Soit u la suite sturmienne d’angle α
définie par

∀k ∈ N, (uk = 0⇐⇒ Rk(ρ) = ρ + kα ∈ I).
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Soit R(I) la rotation induite sur l’intervalle I , c’est-à-dire l’application de pre-
mier retour sur I :

R(I)(x) : I → I, x 7→ Rn(x)(x),

avec
n(x) := min{n ∈ N∗, Rn(x)(x) ∈ I}.

(Notons que l’induite d’une rotation est encore une rotation si l’on induit sur un
intervalle dit admissible, c’est-à-dire de longueur égale à un multiple de α modulo
1.) On voit aisément que{

R(I)(x) = x + α si x ∈ [0, 1− 2α[,
R(I)(x) = x + 2α − 1, si x ∈ [1− 2α, 1− α[.

Soit v la suite sturmienne d’angle α
1−α codant l’orbite de ρ selon la rotation d’angle

α modulo 1− α :

∀k ∈ N, (vk = 0⇐⇒ ρ + kα ∈ [0, 1− 2α[ modulo (1− α)).

Soit τ0 la substitution définie sur {0, 1} par τ0(0) = 0, τ0(1) = 01. On a alors
u = τ0(v). En effet, supposons que pour un indice k, on ait vk = 0. Alors ρ + kα ∈
[0, 1− 2α[ et donc uk = 0. Si vk = 1, alors ρ+ kα ∈ [1− 2α, 1−α[, et ρ+(k +1)α ∈
[1−α, 1[, c’est-à-dire uk = 0 et uk+1 = 1. Notons que l’angle α < 1/2 est transformé
en α

1−α : on reconnâıt (sur [0, 1/2]) la version additive de l’algorithme de Gauss qui
produit les convergents intermédiaires dans le développement en fraction continue.
L’idée consiste maintenant à itérer ce procédé, afin d’engendrer u par composition
successive d’un nombre fini de substitutions. On voit pour cela que la position précise
de ρ par rapport aux intervalles successifs d’induction est capitale. Or les bornes des
intervalles d’induction sont des points de la forme −kα, k ∈ N. On a donc besoin
de savoir comment approcher et situer ρ par rapport aux points de la forme −kα,
d’où l’intervention naturelle du système de numération d’Ostrowski. Ce type de
problèmes d’engendrement par substitutions peut également se traiter de manière
purement combinatoire (voir par exemple [6, 8, 87]) en utilisant le fait que l’une des
lettres apparâıt toujours de manière isolée dans une suite sturmienne et que l’on
peut ainsi recoder de manière naturelle une suite sturmienne en une autre suite,
qui est encore sturmienne (c’est une conséquence directe de l’équilibre ; pour une
définition, voir paragraphe 4.5).

3.5 Puissances de facteurs et de pr éfixes

Considérons les puissances des facteurs des suites sturmiennes. Une suite stur-
mienne a des puissances bornées si et seulement si le développement en fraction
continue de l’angle a des quotients partiels bornés [127]. Vandeth donne dans [171]
une évaluation explicite de l’exposant critique, c’est-à-dire de la puissance frac-
tionnaire maximale qui peut apparâıtre dans une suite sturmienne d’angle à quo-
tients partiels bornés. Voir aussi [17, 51]. L’exposant critique est directement lié aux

valeurs limites de la fonction de récurrence quotient (c’est-à-dire lim sup R(n)
n

), dont
le spectre des valeurs a été étudié par Cassaigne [32]. Dans un même ordre d’idées,
Justin et Pirillo calculent dans [96] la longueur L(m) du plus long facteur de u ayant
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pour période m. Holton et Zamboni introduisent dans [87] l’exposant critique ini-
tial comme la puissance fractionnaire maximale des préfixes. Soit m(α) le minimum
des exposants critiques initiaux de toutes les suites sturmiennes de même angle α ;
on a alors 2 ≤ m(α) ≤ 1 + 1+

√
5

2
. De manière surprenante, pour tout α, il existe

des suites sturmiennes d’angle α d’exposant critique initial inférieur ou égal à celui
de la suite de Fibonacci. Holton et Zamboni caractérisent de plus les points dont le
codage sturmien de l’orbite donne les cas d’égalité ; cette caractérisation s’énonce à
partir du développement d’Ostrowski de ces points. Enfin pour les suites de même
angle que la suite de Fibonacci, l’exposant critique initial est supérieur ou égal à
trois, sauf sur l’orbite de la suite de Fibonacci, où il vaut 1 + 1+

√
5

2
; de plus, une

infinité non dénombrable de suites de la clôture de l’orbite de la suite de Fibonacci
ont un exposant critique initial égal à 3.

4 Quelques g énéralisations des suites sturmiennes

Il existe plusieurs types d’objets combinatoires unidimensionnels et multidimen-
sionnels généralisant les suites sturmiennes de manière naturelle, et permettant de
produire des algorithmes d’approximation simultanée. On peut par exemple coder
l’orbite d’une rotation irrationnelle Rα sur R/Z non plus selon une partition stur-
mienne (c’est-à-dire de la forme {[0, 1− α[, [1− α, 1[}) mais selon une partition en
deux intervalles de longueur quelconque, voire en un nombre fini d’intervalles. C’est
ce que l’on appelle un codage de rotation. qSont intimement liés à ce type de suites
les échanges de trois intervalles ; la connexion est rendue explicite par induction. En
effet, l’induction d’un codage binaire sur un intervalle adéquat est un échange de
trois intervalles ; inversement, on peut “exduire” d’un échange de trois intervalles
un codage binaire de rotation en “rajoutant” un intervalle (pour plus de détails ,
voir par exemple [23]). Une seconde voie de généralisation consiste non plus à coder
des orbites d’une rotation irrationnelle mais à introduire un second angle β. On a
alors deux approches duales : on code soit une rotation d’angle (α, β) sur le tore
bidimensionnel T2, soit une Z2-action par deux rotations irrationnelles Rα et Rβ sur
le tore unidimensionnel T1. Dans le premier cas, on obtient une suite unidimension-
nelle, dans le second, une suite double. Nous allons considérer dans ce paragraphe
ces différentes généralisations dans le but, soit de mettre en valeur le lien qu’elles
entretiennent encore naturellement avec le système de numération d’Ostrowski, soit
d’évoquer les développements en fraction continue généralisés qui permettent de les
décrire, via un système de numération d’Ostrowski généralisé. Nous illustrons cette
approche par l’étude de l’équilibre pour ces différentes suites.

4.1 Codages binaires de rotations

On appelle codage binaire de rotation un codage selon une partition en deux
intervalles (semi-ouverts) du cercle unité de l’orbite d’un point sous l’action d’une
rotation d’angle irrationnel. En particulier, pour une telle suite u ∈ {0, 1}N, il existe
ρ ∈ R/Z, α 6∈ Q, un intervalle I de longeur β ∈]0, 1[ tels que

∀k ∈ N, (uk = 0⇐⇒ Rk
α(ρ) = ρ + kα ∈ I).
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Si l’on considère la correpondance bijective entre intervalles et facteurs obtenue dans
le cas sturmien, cela nous amène à considérer une partition du cercle unité par des
points de l’ensemble Pn = {−kα + β,−kα, 0 ≤ k ≤ n − 1}. Notons que les en-
sembles ainsi associés aux facteurs ne sont pas toujours des intervalles mais que
la condition sup(β, 1− β) ≤ sup(α, 1 − α) garantit la connexité (voir par exemple
[1, 21]). Dans tout ce qui suit, nous supposerons cette hypothèse verifiée quand nous
considérerons des codages binaires de rotations. Si l’on suppose de plus β 6∈ Zα+Z,
on déduit alors de Card (Pn) = 2n que la complexité p(n) est égale à 2n, pour
tout n. (Pour plus de détails sur les codages binaires de rotations, voir par exemple
[1, 2, 148, 56] et [144, 146] pour le lien avec la discrépance des suites (kα)k∈N).
Les longueurs des intervalles de la partition par les points Pn correspondant aux
facteurs de longueur n s’expriment alors en fonction de la numération d’Ostrowski.
Notons que ces longueurs prennent au plus 5 valeurs, ceci est un cas particulier
d’un théorème dû à Geelen et Simpson [79]. Un calcul explicite des fréquences est
donné dans [23] : l’étude des fréquences des codages binaires permet d’exprimer
certains nombres de recouvrement pour les systèmes dynamiques associés ainsi que
d’étendre ces résultats à des échanges de trois intervalles. On peut en effet asso-
cier classiquement par induction à un codage binaire de rotation irrationnelle un
échange de trois intervalles. On en déduit alors dans [23] l’expression de nombres
de recouvrement pour des échanges de trois intervalles. On obtient ainsi que tout
échange ergodique de trois intervalles est de spectre simple et ne peut être isomorphe
en mesure au système dynamique associé à la suite de Thue-Morse. On obtient de
plus des exemples d’échanges de trois intervalles induits par la même rotation, mais
non conjugués topologiquement. Didier introduit dans [55] un développement en
fraction continue décrivant un développement S-adique pour le langage des codages
binaires de rotations. Un second algorithme est également proposé dans [24], inspiré
de l’algorithme étudié dans [74, 75, 76] décrivant les échanges de trois intervalles.
Notons que cet algorithme est produit combinatoirement par la donnée des règles
caténatives de production des facteurs bispéciaux, ou géométriquement, par obser-
vation de l’évolution des intervalles correspondant aux facteurs bispéciaux. Il reste
à comparer ces divers algorithmes. En particulier, s’il est clair que l’algorithme de
[74, 75, 76] n’est pas obtenu à partir d’un produit croisé de type (4) de la transforma-
tion de Gauss analogue aux produits croisés décrits dans [89, 92, 93], il est naturel
de se demander si l’on peut le décrire comme une section du flot scénographique
décrit dans [8], ce qui permettrait d’unifier d’un point de vue arithmétique suites
sturmiennes, codages binaires et échanges de trois intervalles. Un indice dans cette
direction est que ces divers algorithmes satisfont une condition de type Lagrange :
les nombres quadratiques ont des développements en fraction continue qui sont ul-
timement périodiques.

4.2 Échanges de trois intervalles

Les échanges d’intervalles forment une classe riche de transformations aux pro-
priétés ergodiques et arithmétiques particulièrement intéressantes. Leur étude arithmétique
a été inspirée par Rauzy, qui produit dans [139] un algorithme d’approximation si-
multanée, grâce à un procédé d’induction (l’induction de Rauzy [140]), aux nom-
breuses conséquences ergodiques. Ferenczi, Holton et Zamboni développent dans
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[74, 75, 76] un algorithme multidimensionnel qui permet d’engendrer les orbites
des points de discontinuité et d’explorer les propriétés ergodiques et spectrales des
échanges d’intervalles (voir aussi [156] et [120, 121, 122] pour un développement
S-adique). En effet, cet algorithme permet entre autre chose de caractériser combi-
natoirement les suites de complexité 2n+1 qui sont des codages naturels des orbites
des points de discontinuité sous l’action d’un échange de trois intervalles, d’expri-
mer une condition nécessaire et suffisante (en fonction des quotients partiels fournis
par l’algorithme) pour qu’un réel soit une valeur propre d’un échange de trois in-
tervalles, ou pour que la transformation soit de mélange faible. Enfin, l’algorithme
permet de produire de manière surprenante des exemples d’échanges de trois inter-
valles avec des valeurs propres irrationnelles qui sont isomorphes en mesure à une
rotation et qui sont donc de spectre discret. Cet algorithme satisfait un théorème
de Lagrange, c’est-à-dire que l’algorithme est ultimenent périodique si et seulement
si les deux paramètres développés appartiennent à la même extension quadratique.
Plus généralement Boshernitzan et Carroll ont montré dans [28] que si tous les
paramètres numériques d’un échange d’intervalles appartiennent à un même corps
quadratique de nombres, alors la suite des transformations induites successives (à
condition d’induire toujours selon la même règle) est ultimement périodique.

4.3 Suites d’Arnoux-Rauzy

Les suites d’Arnoux-Rauzy généralisent de manière naturelle la propriété com-
binatoire des suites sturmiennes d’avoir un seul facteur spécial à droite et un seul fac-
teur spécial à gauche de longueur donnée. En leur imposant de plus d’être qrécurrentes,
on obtient ainsi, sur un alphabet à trois lettres, une famille de suites uniformément
récurrentes de complexité 2n+1. Notons que contrairement au cas sturmien, la com-
plexité ne suffit plus à les caractériser. La plus remarquable d’entre elles correspond
au point fixe commençant par 0 de la substitution de Rauzy : σ(0) = 01, σ(1) =
02, σ(2) = 0; la représentation géométrique du système dynamique engendré par
cette suite (également appelée suite de Tribonacci) est connue sous le nom de
fractal de Rauzy [141, 142, 91, 125, 126, 42] : la dynamique est donnée par un
échange de morceaux fractals pavant R2, qui peut être alors en fait décrit comme
une rotation sur le tore T2. L’étude de cette suite a été motivée par des problèmes
de discrépance multidimensionnels ; en effet, la construction du fractal de Rauzy est
fondée sur le lien qui existe entre le point fixe de la substitution de Rauzy et la
répartition dans R2 modulo Z2 de la suite (Nη)N∈N, où le vecteur η = (η1, η2) est
tel que (1, η1, η2) est une base du module des entiers algébriques de Q(ζ), ζ étant
l’unique racine réelle du polynôme X3 + X2 + X − 1. Pour une étude détaillée du
fractal de Rauzy et du système de numération en base Tribonacci, voir par exemple
[125, 126, 42]. Si l’on cherche à décrire ces suites arithmétiquement, il est alors natu-
rel de se demander quel type de représentation géométrique elles admettent. Arnoux
et Rauzy ont montré dans [11] qu’elles correspondent à des échanges de six inter-
valles sur le cercle unité, en construisant un développement S-adique de leur langage
à l’aide de l’étude de l’évolution des graphes des mots (similaire à celle des suites
sturmiennes). Il semble raisonnable de conjecturer que les propriétés de la suite de
Tribonacci sont en un sens génériques pour les suites d’Arnoux-Rauzy, c’est-à-dire
plus précisément, qu’elles engendrent des systèmes dynamiques qui sont des codages



Autour du système de numération d’Ostrowski 223

naturels de rotations sur le tore T2. Or il a été récemment prouvé qu’il n’en est
rien [34]. Nous reviendrons sur cette question au paragraphe 4.5. Néanmoins il est
possible, par une approche purement combinatoire, de préciser l’arithmétique de ces
suites, à travers un algorithme multidimensionnel de fractions continues défini sur un
ensemble de mesure nulle (voir [147, 175, 177, 40]). On peut alors en déduire comme
dans le cas sturmien les valeurs des fréquences des facteurs de longueur donnée [175],
un calcul explicite des nombres de recouvrement [40], l’expression de la fonction de
récurrence [41], une étude de leurs propriétes d’équilibre [34] ou un décompte de
tous les facteurs de taille donnée des suites d’Arnoux-Rauzy [129]. Notons que ces
suites possèdent une combinatoire proche de celle des suites sturmiennes qui per-
met de généraliser les propriétés de palindromie [59] et les liens entre palindromes
et théorème de Fine et Wilf [37]. Dans le cas où ces suites sont de plus substitu-
tives, Arnoux et Ito explicitent dans [9] la représentation géométrique du système
dynamique engendré, généralisant l’approche de Ito et Kamura [91] du fractal de
Rauzy, construisant ainsi de manière combinatoire des partitions de Markov pour
des automorphismes hyperboliques sur le tore. Voir aussi [90] pour une approche
diophantienne. Enfin, voir [78] pour un système d’Ostrowski généralisé décrivant les
suites de Kronecker (n(α, β))n∈N dans T2.

4.4 Suites sturmiennes doubles

La question de la définition de la fonction de complexité se pose dès que l’on passe
en dimension supérieure. Considérons qdes suites doubles, c’est-à-dire des fonctions
de Z2 à valeurs dans un ensemble fini. Une notion naturelle de complexité consiste
à compter les facteurs rectangulaires distincts de taille donnée : on définit ainsi
la notion de fonction de complexité rectangulaire. Cette notion peut sembler
peu satisfaisante puisque nous privilégions ainsi une base du réseau Z2. Néanmoins
elle est relativement bien adaptée aux suites que nous allons considérer dans ce
paragraphe. Pour une définition plus générale de la complexité, voir par exemple
[150]. Les questions suivantes sont alors naturelles : quelles fonctions de complexité
existent ? Peut-on obtenir une caractérisation géométrique d’une suite à partir de
sa fonction de complexité ? Que se passe-t-il en particulier dans le cas périodique ?
Une suite double est dite périodique si elle est invariante par translation, c’est-
à-dire si elle admet un vecteur de périodicité non nul et à coordonnées entières.
Notons que le fait que le réseau des vecteurs de périodicité soit de rang 2 est ca-
ractérisé par une complexité rectangulaire bornée. Néanmoins, il n’existe pas de
caractérisation par la fonction de complexité rectangulaire des suites périodiques.
On peut en effet construire des suites doubles admettant un vecteur périodique non
nul, et de complexité arbitrairement grande : soit (un)n∈Z une suite unidimension-
nelle de complexité 2n ; la suite double (um+n,n)(m,n)∈Z2 a pour complexité 2m+n−1 .
Réciproquement, Nivat a conjecturé que si la fonction de complexité rectangulaire
P (m, n) d’une suite double est telle qu’il existe (m0, n0) tel que P (m0, n0) ≤ m0n0,
alors la suite double est périodique. Notons que les travaux d’Epifanio, Mignosi et
Koskas [66] laissent entrevoir une voie d’accès à cette conjecture à travers une ver-
sion bidimensionnelle du théorème de Fine et Wilf. Sanders et Tijdeman ont prouvé
la conjecture dans [151] pour des facteurs de taille (2, n) ou (n, 2) : s’il existe n tel
que P (2, n) ≤ 2n ou P (n, 2) ≤ 2n, alors la suite est périodique. Une conjecture



224 V. Berthé

plus générale est donnée dans [149, 150, 151], en étendant la notion de complexité.
En revanche, dès que l’on passe en dimension supérieure ou dès que l’on cherche
à énoncer une conjecture utilisant des motifs autres que des rectangles, on peut
produire des contre-exemples. Cassaigne étudie et caractérise dans [33] les suites de
complexité mn + 1, cas limite, selon la conjecture, entre le cas périodique et le cas
non périodique. Ces exemples sont non uniformément récurrents et correspondent
en un sens, aux cas dégénérés des suites de complexité n + 1 sur Z, comme la suite

. . . 0000001000000 . . .

Une suite double est dite uniformément récurrente si pour tout entier n, il existe
N tel que tout facteur carré de taille N contienne tout facteur carré de taille n.
Comment alors construire des suites de basse complexité uniformément récurrentes ?
Une idée naturelle afin de construire une suite qui soit à la fois de basse complexité
et non périodique, consiste alors à disposer en ligne des suites sturmiennes [20].
Supposons donc que l’on dispose en ligne des suites sturmiennes de même angle, afin
de réduire le “désordre”. On peut ainsi définir des suites de la manière suivante : soit
(α, β) ∈ R2, tel que 1, α, β sont rationnellement indépendants et sup(β, 1 − β) ≤
sup(α, 1− α), et soit ρ ∈ R ; soit U la suite double définie sur {0, 1} par

∀(k, k′) ∈ Z2, (U(k, k′) = 0⇔ kα + k′β + ρ ∈ [0, α[).

Une telle suite double est appelée suite sturmienne double d’angle (α, β). On
obtient ainsi des suites uniformément récurrentes de complexité mn + n (le comp-
tage des facteurs de taille donnée se fait aisément comme dans le cas sturmien
en associant bijectivement facteurs et intervalles du cercle unité). Réciproquement
toute suite double uniformément récurrente et de complexité mn + n admet une
telle description géométrique [20]. Notons que l’on obtient en colonne des suites qui
sont des codages binaires de rotations de complexité 2n. Voyons pourquoi l’on peut
considérer cette famille de suites doubles comme une généralisation à deux dimen-
sions des suites sturmiennes. Ce sont les suites de plus basse complexité rectangulaire
connues parmi les suites doubles uniformément récurrentes et non périodiques. Ces
suites présentent de plus des propriétés de symétrie généralisant la notion de pa-
lindromie unidimensionnelle [22] : on obtient ainsi une caractérisation de ces suites,
inspirée par la caractérisation des suites sturmiennes par palindromes donnée dans
[58]. Enfin, elles sont obtenues par une projection lettre-à-lettre de suites doubles
(à valeurs dans un alphabet à trois lettres) codant l’approximation d’un plan : on
peut approcher un plan de normale irrationnelle par des faces carrées orientées se-
lon les trois plans de coordonnées ; cette approximation est appelée plan discret ;
si l’on projette cette surface sur le plan x + y + z = 0, selon la direction (1, 1, 1),
on obtient un pavage du plan par trois sortes de losanges, à savoir les projections
des trois types de faces ; on peut coder cette projection sur Z2 en associant aux lo-
sanges le type de la face projetée ; on obtient ainsi une suite définie sur un alphabet
à trois lettres ; on montre alors que ces suites codent une action de Z2 sur le cercle
unité [21], ce qui permet de montrer qu’elles sont de complexité mn + m + n. Ces
dernières suites (que nous appellerons suites sturmiennes doubles sur trois lettres)
sont de plus engendrées par des substitutions bidimensionnelles dont l’itération est
gouvernée par l’algorithme de Jacobi-Perron [10]. La preuve repose encore (comme
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dans le cas sturmien) sur un processus d’induction/exduction. Notons qu’il ne semble
pas que l’algorithme de Jacobi-Perron joue ici un rôle privilégié. En effet, l’introduc-
tion d’autres algorithmes de fractions continues bidimensionnelles permet de définir
de nouvelles substitutions, que l’on peut itérer sans crainte de chevauchements.
Néanmoins, pour vérifier que ces substitutions engendrent bien une suite définie sur
tout Z2, des problèmes techniques d’ordre combinatoire apparaissent, que l’on ne
sait résoudre actuellement que dans le cas de l’algorithme de Jacobi-Perron. L’étude
des fréquences des facteurs rectangulaires conduit, de plus, à des considérations dio-
phantiennes de minimisation de formes linéaires. Ceci semble donc corroborer le fait
que l’algorithme de Jacobi-Perron ne résout pas toutes les questions concernant ces
suites, contrairement au cas unidimensionnel totalement décrit par l’algorithme des
fractions continues. Notons que l’on peut définir à travers cette approche combina-
toire de l’algorithme de Jacobi-Perron un développement de type Ostrowski pour les
réels permettant d’engendrer par compositions de substitutions une suite sturmienne
double sur trois lettres donnée.

4.5 Équilibre et ensembles à restes born és

Le but de ce paragraphe est d’illustrer sur un exemple précis (la question de
l’équilibre) comment arithmétique, thérie ergodique et combinatoire interagissent.
Les suites sturmiennes sont exactement les suites équilibrées indicées par N à valeurs
dans un alphabet à deux lettres et non ultimement périodiques [48]. Une suite à
valeurs dans {0, 1} est dite équilibrée si pour tout couple de facteurs (v, w) de
même longueur, on a

||v|0 − |w|0| ≤ 1,

où |v|0 désigne le nombre d’occurrences de la lettre 0 dans le mot v. Supposons
que l’on tente de généraliser cette condition d’équilibre. On peut soit considérer un
alphabet de taille supérieure, soit imposer aux différences des nombres d’occurrence
des lettres d’être bornées non plus par 1 mais par une constante uniforme. Dans le
premier cas (équilibre sur un alphabet fini), on constate que les suites équilibrées
sur un alphabet fini de taille quelconque et non périodiques dérivent des suites
sturmiennes en remplaçant les lettres qqcycliquement par d’autres lettres (voir [88]).
On obtient alors des suites pour lesquelles deux lettres au moins ont même fréquence.
Cette étude est reliée au problème du recouvrement de N? par deux ensembles
disjoints de la forme {[α1n + β1], n ∈ N} et {[α2n + β2], n ∈ N} (voir [81]). Plus
généralement si l’on veut recouvrir N? par n ensembles disjoints {[αin + βi]}, n ∈
N}, avec n ≥ 3, αi > 1, et αi 6= αj , si i 6= j, alors les nombres αi doivent être
nécessairement rationnels [81]. Fraenkel a conjecturé que

{α1, . . . , αn} =
{

2n − 1

2k
, 0 ≤ k < n

}
.

En termes combinatoires, cela revient à considérer des suites équilibrées à fréquences
rationnelles (voir [4, 170]). Pour plus de références sur la conjecture de Fraenkel et
ses relations avec les suites équilibrées, voir le survol [169]. Considérons maintenant
les suites C-équilibrées, avec C constante strictement positive. Une suite u à valeurs
dans l’alphabet A est dite C-équilibrée si pour tout couple de facteurs (v, w) de
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même longueur et si pour toute lettre a ∈ A, on a

||v|a − |w|a| ≤ C,

où |v|a désigne le nombre d’occurrences de la lettre a dans le mot v. Il n’est pas
difficile de voir que la condition de C-équilibre implique non seulement l’existence
des fréquences f(a) pour les lettres a de A, mais aussi qu’il existe une constante C ′

telle que :

∀a ∈ A, ∀N ∈ N, |Card{n ≤ N, un = a} −Nf(a)| ≤ C ′. (5)

Cette propriété combinatoire se traduit en termes arithmétiques de la manière sui-
vante pour un codage binaire de rotation, par exemple. Avec les notations précédentes,
il existe un intervalle I de T1 tel que la suite u satisfait :

∀k ∈ N, (uk = 0⇐⇒ ρ + kα ∈ I).

La condition (5) se traduit par :

∀N ∈ N, |Card{n ≤ N, ρ + nα ∈ I} −N |I || ≤ C ′.

Un tel intervalle I est appelé ensemble à restes bornés. Or d’après un résultat
de Kesten [99], les intervalles à restes bornés (par rapport à la rotation d’angle α)
sont les intervalles de longueur égale à un multiple entier α, modulo 1. (Notons
que la preuve de Kesten utilise la numération d’Ostrowski.) Un codage binaire de
rotation (avec 1, α, |I | rationnellement indépendants) n’est donc jamais C-équilibré,
quelle que soit la constante C . Ceci est donc vrai en particulier pour les suites stur-
miennes doubles (dont les suites en colonne sont des codages binaires de rotations),
en considérant le C-équilibre sur les facteurs rectangulaires de même taille. Notons
de plus que les suites doubles 1-équilibrées sont totalement périodiques [19] (une
suite double est dite totalement périodique si le réseau de ses vecteurs de périodicité
est de rang 2). Enfin, on peut donner une mesure quantitative de leur déséquilibre
en introduisant la notion suivante. On définit une fonction d’équilibre E(m, n)
associée à une suite u indicée par Z2 à valeurs dans l’alphabet A de la manière
suivante :

E(m, n) := max
a∈A

max
v,w de taille (m,n)

||v|a − |w|a|.

On obtient alors (voir [19]) pour une suite sturmienne double de paramètres (α, β)
que E(m, n) = o(sup(m, n)) et que si α ou β est à quotients partiels bornés, alors
E(m, n) = O(log(sup(m, n))). La preuve repose sur l’estimation de sommes du type∑N
j=1({jα + ρ} − 1/2) (voir par exemple [30] pour le cas homogène et [135, 136],

sinon), estimations produites grâce à l’introduction du système d’Ostrowski. On peut
également se poser la question de l’équilibre pour les suites d’Arnoux-Rauzy. Un
exemple de suite d’Arnoux-Rauzy est donné dans [74] qui n’est jamais C-équilibrée
quelle que soit la constante C . Cet exemple a été construit grâce à l’algorithme de
fraction continue de [147, 177] : il correspond à des quotients partiels qui tendent
très rapidement vers l’infini, et n’est pas linéairement récurrent au sens de [65, 64]
(nous reviendrons sur cette notion au paragraphe suivant). On en déduit qu’il existe
des suites d’Arnoux-Rauzy qui ne sont pas codages naturels de rotation sur le tore
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bidimensionnel T2, contrairement à ce qui a été longtemps cru. L’idée de la preuve
de ce résultat est similaire à ce que nous avons utilisé pour les codages binaires.
La négation de la condition de C-équilibre sur une lettre implique que le cylindre
correspondant n’est pas à restes bornés. Or d’après [143, 68], si la transformation
induite d’une rotation sur le tore par rapport à un ensemble A (appelé admissible)
est encore une rotation, alors A est à restes bornés : à une dimension, les intervalles
admissibles sont les intervalles de longueur multiple de α modulo 1. Or l’induite d’un
codage naturel de rotation sur un cylindre est encore un codage naturel de rotation,
d’où le résultat. Voir également [117] pour une étude des ensembles à restes bornés
pour une rotation irrationnelle sur le tore.

5 Arithm étique des suites de complexit é sous-lin éaire

Nous allons voir dans ce paragraphe que nous pouvons étendre cette approche
au cas des suites de complexité sous-linéaire, c’est-à-dire telles qu’il existe C ∈ N,
tel que pour tout n, p(n) ≤ Cn. De nombreuses propriétés tant combinatoires, ergo-
diques, qu’arithmétiques peuvent se déduire de cette simple indication sur l’ordre de
croissance de la fonction de complexité. Mais ce qui est particulièrement intéressant
ici, c’est que l’on peut les engendrer à l’aide d’un nombre fini de substitutions.
L’intérêt de ce mode d’engendrement réside dans le fait qu’on peut lui associer na-
turellement dans de nombreux cas un développement en fraction continue généralisé.
Le théorème suivant est un premier pas dans cette direction [31].

Théorème 3. Si la complexité p(n) d’une suite est sous-linéaire, alors p(n+1)−p(n)
est borné.

Notons que ce résultat est faux pour la complexité quadratique : un exemple
de suite de complexité quadratique dont les différences secondes p(n + 2) + p(n) −
2p(n + 1) ne sont pas bornées est donné dans [70].

5.1 La conjecture S-adique

Ferenczi déduit du théorème précédent le résultat suivant [70] : les systèmes
minimaux de complexité sous-linéaire sont engendrés par un nombre fini de substi-
tutions. Une suite engendrée par l’itération d’un nombre fini de substitutions est
appelée suite S-adique. On a plus précisément.

Théorème 4. Soit u une suite uniformément récurrente de complexité sous-linéaire
définie sur l’alphabet A ; il existe alors un nombre fini c de substitutions σi, 1 ≤ i ≤ c,
définies sur un alphabet B, une projection ϕ de B dans A et une suite infinie (in)n≥1

à valeurs dans {1, . . . , c} tels que d’une part

lim
n→+∞

inf
b∈B
|σi1σi2 . . . σin(b)| = +∞

et d’autre part il existe une lettre b de B pour laquelle tout facteur de la suite u est
facteur de ϕ(σi1σi2 . . . σin(b)), pour un certain entier n.

Le nombre c de ces substitutions peut être de plus majoré explicitement dans
le cas où : ∀n, p(n + 1) − p(n) ≤ 2. On a vu que l’on connâıt explicitement un
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développement S-adique pour les systèmes dynamiques engendrés par les suites stur-
miennes, par les suites d’Arnoux-Rauzy [11, 147, 177], pour les systèmes engendrés
par certains codages binaires de rotations [55] et pour les systèmes engendrés par
certains échanges de trois intervalles [139, 121, 122, 74, 75, 76].

La réciproque du théorème 4 est fausse. Il suffit en effet de considérer une sub-
stitution de complexité quadratique pour construire un contre-exemple, comme le
point fixe commençant par 0 de la substitution 0 7→ 01, 1 7→ 12, 2 7→ 2 [134]. Il reste
à définir une notion plus forte de S-adicité qui permettrait de caractériser les suites
de complexité sous-linéaire ; c’est ce que l’on entend par conjecture S-adique.
Considérons donc une suite u engendrée par l’itération d’un nombre fini de substi-
tutions ; quelles restrictions faut-il imposer aux substitutions et à leur composition
pour que la suite u soit de complexité sous-linéaire ?

Durand donne une condition suffisante dans [64] pour qu’une suite S-adique
soit de complexité sous-linéaire. Cette condition est trop forte puisque les suites
obtenues sont non seulement de complexité sous-linéaire mais aussi linéairement
récurrentes au sens de [65]. Soit u une suite récurrente donnée et w un facteur. On
appelle mot de retour sur w tout mot v tel que vw est facteur de la suite u, w
est préfixe de vw et w a exactement deux occurrences dans vw. Une suite est dite
linéairement récurrente s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout facteur
w, la longueur de tout mot de retour v de w satisfait |v| ≤ C|w|. Notons qu’une
telle suite est de complexité sous-linéaire [65]. Durand montre dans [64] qu’une suite
est linéairement récurrente si et seulement si elle est obtenue par un développement
S-adique primitif à quotients partiels bornés (chaque substitution revient avec des
plages bornées). En particulier, une suite sturmienne est linéairement récurrente si et
seulement si les coefficients dans le développement de son angle en fraction continue
sont à quotients partiels bornés, ce qui montre bien que les suites S-adiques ne sont
pas nécessairement linéairement récurrentes.

5.2 Quelques propri étés ergodiques

La complexité sous-linéaire implique de plus les propriétés ergodiques suivantes
dans le cas des suites minimales. Soit u une suite primitive de complexité sous-
linéaire. Une première conséquence est que le décalage unilatère sur O(u) peut être
rendu bijectif sauf sur un nombre fini d’orbites (voir par exemple [73]). La sous-
linéarité est de plus invariante par isomorphisme topologique. Boshernitzan a montré
que l’on obtient une majoration explicite (en fonction de l’ordre de croissance de la
fonction de complexité) du nombre n de mesures ergodiques [26, 27]. En particulier

les conditions suivantes impliquent l’unique ergodicité [26, 27] : lim infn→+∞
p(n)
n

< 2,

ou lim supn→+∞
p(n)
n

< 3. Enfin, Ferenczi a obtenu une majoration explicite du rang
dans [70], ainsi que l’absence de mélange fort.
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statistique, Bull. Sci. Math. (2) 105 (1981), 289–298.

[47] J. COQUET, G. RHIN, P. TOFFIN Représentations des entiers naturels et
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[98] M. KEANE Sur les mesures quasi-ergodiques des translations irrationelles, C.
R. Acad. Sci. Paris 272 (1971), 54–55.

[99] H. KESTEN On a conjecture of Erdös and Szüsz related to uniform distribution
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développement en fraction continue, C. R. Acad. Sci. Paris 327, Série I (1998),
527–530.

[178] E. ZECKENDORF Représentation des nombres naturels par une somme de
nombres de Fibonacci ou de nombres de Lucas, Bull. Soc. Roy. Sci. Liège 41
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