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(e1, . . . , ed)
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R

d
� ��� ���

x ∈ Z
d���

i ∈ {1, . . . , d} � �� ������ ��
(x, i∗)

��� ������  �� ��������� �� � ���� �� ���
"� � ��� ���"� � �

(x, i∗) = {ei +
∑

j 6=i

λjej | 0 ≤ λj ≤ 1}.
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Pα,ρ = {(x, i∗) | 0 ≤ 〈x|α〉 − ρ < 〈ei|α〉},

� ����
〈.|.〉

������ ��� ��� ����� ���  ���� ��� �"�� � ��� ����� � ����
x ∈ Z

d
 � �

������ ��
Pα,ρ

�����  � � x
� ������ �� � ���� ��

Pα,ρ

�  � ��� ����  �  � ��� ���� �

0 ≤ 〈x|α〉 − ρ <

d
∑

i=1

〈ei|α〉,

 �� �� ��� ��� �� ���� ��� ��
Pα,ρ

 � � ��������� ���	
��
 �����
 ���� 
������� � �� ���
� ��	��

� �� j � j : /*0B0 -d < b.<);<2; <2*._` 0.*B ;*bB20.0 /1<)0 ,

����� �� �� ��� �"� ������� ��  � � ������ ���� ���� ��� ��� ������ � �� ��
�� ��� �� � � ������ ������ � �"�� �� ����� ��� ���  �������  � ��� �"���� �� � � ���
� � �� �� � ����"��  � �� ������� � �������� ����� �� �"�� � � ��� ���� ���� �"��
����� ��� ���

S
��� � ������ � �  ��� ��� �� ��� ����� � ��� ���� ��"��  �� ���� �

�� �  �� ��� ���� ��� ���� ������ ������� ���� �� ����� � �"��� �"� ��� � ��� �����
� ��� ���� �"�� ����� ��� �  �� � � ������ ���� �� ����� �� �"������ ��� � ������� ���
�"��� �"� ��� �� � � � � ��� ��"� �� ����� ��� �

� � ~�{zy�y v~xy� wx� �� z! ~w x "|z��
# �������� �� ��� �� � � ������ � ��  � � ��� �� ��� ������ ��� ���� ��� ����� � ������ �� �� �"�� � �������� � �� �� "� �� ��� $���
 �	 �%
� ���� ��� ����������
������ ��

{0, 1}
�� ������ � � ��� �� ��� ��� ������ ���� � �� �

0 � ��� ���� ��� ����
�� �

1
� ��� ��"� ���� � ��"�  �� ����

(un)n∈N ∈ {0, 1}N
�

# ���"��� ����� ��� ��� ��� ������ � �� �� �� �� ������� �� ��"��  �� �����
��� � � ���� ��� �� ���"��� �"� �� ������ �� �� ��� ��� �"��� �"� ���

σ0(0) = 0, σ0(1) = 10, σ1(0) = 01, σ1(1) = 1,



=
��� �� ��� ��� �� �� ���  �� ����� ������ � ��� � ��� ���� �� � ��� � � �� �� �� � � � � �"�� �
���"��� �"� ������� � �� ��� ���� ��� � � ����������  � ���� � �� ���� �"�� ����� ��
����� ��� ��� � ����� ��  �"� ���� �� �

� � yxyzw v~�y� � ���~� �~| x�
�� ���  ���� �"�� � �  ��� �� � ����  � ��� � ������ � ��� ���� ���� �

��� � ��� 	 �%
� ����
{1, . . . , d}

 � ������� ��
Fd

� # 
%�� � ��
 ��
Fd

 � ��"� �
� ��

σ : Fd → Fd

�"�� ���� � ��� ���
u � v

 �
F � σ(uv) = σ(u)σ(v)

�
# � ���� ��  � �� � �� � � 	%	�	�	 �����  �  � � ��� ���� ������ ��

{1, . . . , d}�� � ���� ����
{1, . . . , d} � ���  �  � �� � �� � � 	%	������		  �  � ���� ��� � ����� ������ �� ��� �� ��� ���� � ��� � �� �������� �� � ���� �� � ��� "�"���� ������

�
�����
 ��%	� � ��� �	��
�	�� 
 ����� Mσ

�� � � ���� ��
σ

��
Fd

 � ���
d×d

� ��� �
� ���� ����� ��

i
��� ��� ���

j
��� ���"� �  � ��� �"� ��� �� � ��"������� �� ���

������
i

 �
σ(j)

� # � ���� ��  � �� � �� � � 
	�
 %

 ���  �  ��  �� ����� � ��� �
������� �� ��� � ���� ���"�

GL(d, Z) � ����  � � ��� ������  ����
±1

� #����� �� ��
��� ���� �� �� ������� ��  � �� � � � �  �  � � ��� ��� �� ���� � ��� �  �� ��� "� � � �"���
� ���� �� �� ��� ���� ���"�

σ
� ��������� 	 �	�����
�
 �
�����
 ��%	 ��� �� �� "� ���

�� ����� �� �� ���� � �
E∗

1 (σ)(x, i∗) =
∑

j|σ(j)=pis

(M−1
σ (x−f(p)), j∗)−

∑

j|σ(j)=pı−1s

(M−1
σ (x−f(p)+ei), j

∗).

Θσ
∗

Θσ
∗

Θσ
∗

Θσ
∗

��� j � j �0)02<1*n0; b9lb.*.9.*-) <bb-B*<.0; m *._ < ` -2/_*b` �<B.*)^ -) ._0 d<B0b
(0, i∗))

��  � ��������� � ���� ���  � ��� �� � � ������ ����� "���� ��� ��� �� ��
E1(σ)∗ �� ���

σ
 � � �"��� �"� �� �  � ��� � � � ������ ����� ����� ������ �� �� �� � �� �

���� ������� � ��� � � ! " #�� σ �� � 
	�
 %

 ��� �
�����
 ��%	 $ #�� α ∈ R
d
+

��
� 	%	
 ��% ����%� $ %� � 	 �	�����
 �
 �
�����
 ��%	 Θ∗

σ

�� � & ��� %
 � %������ � �� �


������� � ��	 � Pα,ρ
%	�% PtMσα,ρ

$
�� ��� ������ ��� ��� � � �� ���� � �� �� ������� ��� �"��� �"� ��� �� � ���

������� ���� ��� � �� � ���� �
# ����� �
 �
�� ��� ����� ������ � 
	���%	�� 
������� �
�� ����  � ������ �� � "� ��

�� �� ���� ����� �"�� ���� ��� ���������� ���� ��� ��
π

���� ��� ��� � ������ �����
(e1 + . . . + ed)

⊥  ��"��� �� ��� ��� ���� �� ���� ��� ������� �"����� ���� ���
��� � ������ ����� �
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���  ������� �� �� � ��� �� ��� ��  � ��� ����  �  � � ��� ��� �� ������ �� � ������

� ��� �� � � ���  �
Z

d
 � ����� ���  � � ����� �� �"����� �� ���� ��� �� ���� � �� ��

�� ��� �"� �� ���� �� �� �� � � �"������ ��� � ������� ��� �"��� �"� ��� ��� ��� �� ���� ����� �� ������ �"� ���� �� ����� �� �"������ ������ �� �� ��� �

� �� j � j : /*0B0 -d < b.0//0; b92d<B0

� � y� ���~� �~| x
��� � � �� ���  � �� ��� �� ���"��� �"�� ������ �� �� ������� ��� �"��� �"� ��� �
�� �  �� "�� ��� ������  �� ��� ���� ����

E∗
1 (σ ◦ µ) = E∗

1 (µ) ◦ E∗
1 (σ),

���� ����� ��� ��� ��� � ���� �� � �� ��� ���� ���"�
σ, µ � ���� �� �� ��  ����� ���

�"��� �"� ��
σ

��� ��  ��  ������
σ−1 � �����!"������ ���"��� �"� �� ������ �� ��

E∗
1 (σ)

���� ���  � ��� ��� �� ��
E∗

1 (σ−1)
�

���
σ

� � � "� � � �"��� �"��� �"� �� � # ������� �"�����  � �� � �� ��
σ �������� �  �  � � "� �� �� ���������� ��

E1(σ)∗(0, i∗) � ���
1 ≤ i ≤ d

� ��� ������  �� !"��� ��
 � ��"� ���"��� � ��� �� ���"��� �"�� �

σ
��  ����� ����� �� �"������

������� �" #�� σ �� �	  ����� ��� �
�����
 ��%	 $ #�� S �� � σ �������� ����� �

�
�� ���$ �� ���

 � �� �� �� ��� �� ���� � 	%	�
 ��% ����%� α

& ��� 	%	�	�	 ����� �	�
����� �
�� �� �� M−1

σ (α) � �
� 	%	�	�	 ����� �	����� $ %� �	 	 E∗

1 (σ−1)(S) �
� � ����� �


�
�� ���$
�"� �����  � ����� �� � ���� ��� ��� �������� � "� �� ��� ������� �� �� �"���
� ���� ����� �� �"������ �� 
 �� � � # �  �  � � ����� ��� ��� ��  � ��� ��"�� �� � � ��
� � ��� ��� ������� � � ��� ���� � ���� �  �� ��� �� ���" ��� ���� �� � �� ���� ���  �
� �� ��� ������� ��� �� �� � ��� ���� ��������� � � � � ��  ��� ������� ��� � �"��
� ������� ��� �� ��� ���� � � ����  � ���

3
�� � ��� ���� ����� �� ��� �"��� ����

����� �� �"�����  ����� � �"�� ���  ����� ���� � �"��� ���� ����� �� �"����� ����� � �



�

� ����� ���� ���� ��� ����� ����� �� � "� � �"� � �  ��  ������ ���� ��� � �� ���
���� �� ����� ����� ����� �� ��� "�� �� ����� �� ��  � �"� � � ��� ���� �� �������
�"��� ���� ����� �� �"����� � #����� �� �� ��� � ��� �"��� ���� ������� �"����� ����� ���� ��� ���� �� �� ��� �� � � ������ ����� �� � ��!"���� �� �  � � � ���� � ��
 ��� �� �"� �� ����� �� �� �  � ��� ����� ���� � ��� ��� ��"���� �� ��� ����� � ��
��� �� � �  � ��� ��� � ������ ����� � �����  � ���� � �� �� �"� ��� �� �  �� � ����
��� � � ��� � ���� ��� �� � � ��  ��������� ��  � �� �������� � �

�� ��"� ��� ��� � ���� � � ��� ��� �� �� �  �� �� ��� ���� �� � ������ ������ �
�� ���� "�� ��� �� ����  �� �
���� ������� � " #�� σ �� � 
	�
 %

 ��� 
 %�� � ��
 %� �� � � ��� 	 �%
� $ #��

α ∈ R
d
+�� � 	%	
��% ����%� �
�� �� ��

tMσα ≥ 0.

%� �	 	 E∗
1 (σ) 
��

� & ��� %
 � %������ � �� � 
������� � ��	 � Pα,ρ
%	�% PtMσα,ρ

	 �� ��
��	 �� � ����� �
 � ��	 � Pα,ρ

�� σ ��������	 �� �	
 %	 �� ��

tMσ−1α ≥ 0.

� � z x �� w v}|z~��!
�� �  �� ��� ���� � ��� �� � �� � ��� �� ������"�����  � �� ��� �� � ���� � � � ���
���� �� �� ���� �"��� �"��� �"� ��� ���� � ���� �  �� ��"� �� �"�� � � ��� ���� ����
� �"�� ����� �� ����� ��� �
� �������� �" %� � d

�� � ��� ���� ��"� � ��
T �� 
�� 	�
 %��� [0, 1]d\{0} �� �

T (α1, . . . , αd) =

(

α1

αi

, . . . ,
αi−1

αi

,
1

αi

−

⌊

1

αi

⌋

,
αi+1

αi

, . . . ,
αd

αi

)

,

&� ��� i �
� �	
�� �% �� � �
 �� ���� �	
�� i′

�
�� �� �� αi′ = maxj αj
$

��  � ������  ��� �� ���� �� � � ��� � � �� �� �� �� ��"� ������ ��� � ���
a ∈ N���

i ∈ {1, . . . , d} � ��� " � ����� ��� ������  ��
(d + 1) × (d + 1)

� ��� � �

Ba,i =









a 1
Ii−1

1 0
Id−i









,

� ����
Ip

������ ��� ���
p× p

 ���� �� � ��� � ��� ��� ��� "��� �� ��� ���
 � ����
��� �!"�� �� ���� � ���� ����

Ba,i

���  ������ ���� �� ��� ������  ����
−1 � ���

��"� ������� �� ��� � ���� ���"�
GL(d + 1, Z)

� ���� ��� ���
α = (α1, . . . , αd) ∈

[0, 1]d\{0}
� ���

i = min{j | αj = ||α||∞}
���

a = bα−1
i c � �� ���� ��� �"��� ��

���� � ����
(1, α) = ||α||∞Ba,i(1, T (α)),� ����

(1, u) = (1, u1, . . . , un)
���

u = (u1, . . . , un)
� �� ���� �"��� �  �

α
��� ��"�

������ ��
(an, in)n

� ��  � � ���� � ��� ����� �" �����
n

�
(1, α) = µnMn(1, T n+1(α)),
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� ����

µn = ||T 0(α)||∞ × . . . × ||T n(α)||∞
���

Mn = Ba0,i0 . . . Ban,in

�
�  �� ���� ���� �� ��� ����� ��� � �� ��� ���� � ��� ��  ����� ��� �"��� �"� ��

βa,i

�
� �������� � �� ��� � ���� ��� ! " #�� βa,i

�� �� � 
 %�� � ��
 %� � ��� 	 �%
� %���

{1, . . . , d + 1} 
�� 	�
	 � %� a ∈ N
�	
 i ∈ {1, . . . , d} 	 �� �

βa,i :







1 7→ 1a(i + 1)
(i + 1) 7→ 1

j 7→ j
� %� j 6= 1, i + 1.

��  � ��� �� ������� ����
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