
L3 BioInfo - Langages formels 2008/2009 Cours : C. Choffrut / TD : S. Perifel

TD3 – Minimisation d’automates

Exercice 1. Minimisation
Minimiser les automates suivants.
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Théorème : La complexité de l'algorithme de Moore est O(kn2), où
k est le cardinal de l'alphabet et n le nombre d'états de M.

Démonstration : Dans la pile, chaque paire d'états est empilée au
plus une fois. Pour chaque paire dépilée {qi, qj}, on examine pour
chaque lettre a les paires d'états {qr, qs} tels que
δ(qr, a) = qi et δ(qs, a) = qj.
Si f(i, a) est le nombre de transitions par a arrivant en qi, on examine
au maximum ∑a ∈Σ f(i,a) f(j, a) paires d'états par paire dépilée. On
examine en tout au maximum :
∑i < j∑a ∈Σ f(i,a) f(j, a) ≤ ∑i, j∑a ∈Σ f(i,a) f(j, a) = ∑a ∈Σ (∑i f(i,a))2.
Comme M est déterministe, le nombre de transitions sur a vaut n :
∑i f(i,a) = n, d'où le résultat.

On peut descendre à une complexité en O(kn log n) en gérant plus
astucieusement l'examen des transitions.
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Exemple :

0 1
a

2
b

b

3 4
b b

5

a

6
a

b

a 

b a

a b

0
1   D
2   D  D
3        D  D
4   D  D  D  D
5   D  D  D  D  D
6   D       D  D  D  D
     0   1   2   3   4   5   6

1,6 2
b b

4
b

5 a

a

a

0,3

b

a

a

b

Automate
minimal :

Minimisation d’automate

1 Algorithme

Soit A = (Q,Σ, δ, q0, F ) un automate déterministe complet. Soit m ensembles d’états P1, . . . , Pm ⊂ Q partitionnant Q.
On dit que le paquet Pk est scindable dans la partition si il existe une lettre a ∈ Σ et deux états q1 et q2 de Pk tels que :

{
δ(q1, a) ∈ Pi

δ(q2, a) ∈ Pj
et i #= j

La lettre a est alors dite séparante et on dispose dans ce cas d’une fonction de scindage :

s : Pk → {P1, . . . , Pm}
q %→ Pi tel que δ(q, a) ∈ Pi

Dans ce cas, l’opération de scindage consiste à partitionner Pk en les ensembles s−1(P1), . . . , s−1(Pm) (qui forment effectivement
une partition non triviale de Pk).

Pour minimiser l’automate, on prétraite l’automate, puis on effectue l’opération de scindage récursivement jusqu’à ce qu’à
obtenir une partition en paquets tous non scindables.

Le prétraitement consiste à retirer de Q tous les états non accessibles depuis l’état initial, et de rajouter un état puit si
nécessaire. On a ainsi transformé A en un automate complet et accessible A′ = (Q′,Σ, δ, q0, F ) .

L’étape initiale de la récursion est la première partition de Q′ en F et Q′ \ F . Ensuite on effectue l’opération de scindage
tant qu’il existe un paquet scindable. L’automate minimal est alors l’automate obtenu en identifiant, à la fin de la récursion,
chaque partie de la partition en un état. Son état initial est celui qui contient l’état initial de A. Ses états finaux sont les parties
composées d’états finaux de A.

2 Exemple

On considère l’automate défini par la table de transition suivante :

0 1
→ A B E

B C F
" C D H

D E H
E F I

" F G B
G H B
H I C

" I A E
J G E

On enlève l’état J qui n’est pas accessible. On résume ensuite les opérations dans un tableau où les partitions sont séparées
par des barres verticales.

Lettre séparante Partitions
initial A B D E G H C F I

0 B E H A D G C F I

On voit maintenant que ni 1 ni 0 ne sont séparants, d’où l’automate minimal suivant :

B,E,HA,D, G C,F, I
0, 10, 1

0
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Exercice 2. Automate minimal pour un langage

1. Donner l’automate minimal du langage b(ab)∗ + (ba)∗b.

2. Donner l’automate minimal du langage {x ∈ {a, b}∗ : x contient aaa}.
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