La résolution pour le calcul des prédicats

Méthode par réfutation :

A est valide ssi —A est insatisfaisable (n'a pas de modéle) ssi

en appliquant la méthode de résolution 3 —A on obtient une contradiction
(réfutation).

@ Forme prénexe

Skolemisation

°
o Forme clausale

o Régles de résolution
o

Correction et complétude
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D'autres exemples d'équivalence lorsque x ¢ VI(A)

Vx. A = dx. A =A
Vx.(AANB) = AAVYx.B
Ix.(AANB) = AA3Ix. B
Vx.(AVB) = AVVYx.B
. (AVB) = AV3x B
Ix. (A—-B) = A—3Ix. B
Vx.(A—+B) = A—Vx.B
Ix. (B> A) = Yx.B— A
Vx.(B—=A) = Ix.B— A
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Quelques équivalences logiques (rappel)

Vx. A = —dx. A
—Vx. A = dx.-A
dx. A = Vx. DA
—-dx. A = Vx. A
Vx.(AANB) = Vx.AAVx. B
Ix.(AvB) = Ix.Av3ix.B
Ix.(A—-B) = ¥x.A—3x.B
Vx. Vy. A = Vy.Vx. A
dx. dy. A = dy.3dx. A
26 mars 2015

Forme prénexe

Définition : Une formule G est dite en forme prénexe ssi elle est de la
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forme Qix1 ... Qnxy A, ol chaque Q; est un quantificateur V ou 3 et A ne

contient pas de quantificateur.

Théoréme : Pour toute formule G il existe une formule G’ en forme

prénexe t.q G = G'.
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Exemples

(vx p(x)) A r(x)

(vx p(x)) A (9 r(x)
(vx p(x)) A (¥ r(x))
(vx p(x)) V (¥ r(x))
(vx p(x) = Gy r(y))
~[(vx p(x)) = By r(y))

Yy (p(y) A r(x))

Vx (p(x) A r(x))

Vx Yy (p(x) A r(y))
Vx Yy (p(x) v r(y))
Ix Jy (p(x) = r(y))
Vx Yy =(p(x) = r(y))
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Exemples

G’ est la skolemisation partielle de G.

G G’
Vx Yy 3z r(x, z) Vx Yy r(x, f(x,y))
Vx dz Vy 3w Iw’ s(w', x, h(z)) Vx Vy Iw Iw’ s(w, x, h(g(x)))
dx 3z Yy s(x, x, z) 3z Yy s(a, a, z)
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Skolemisation partielle

Définition : Soit G une formule prénexe de la forme

VX1 .o VX 3Xnt1 QnioXngo - - - Quaixnpri A. Soit £ un nouveau symbole de
fonction n-aire. La formule

VX .. .VXnQn+2Xn+2 o Qn+,'Xn+,' {Xn+1 — f(Xl, e ,X,,)}(A) est la
skolemisation partielle de G.

Lemme : Soit G une formule prénexe et soit G’ sa skolemisation partielle.
Alors G a un modéle ssi G’ a un modéle.
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Skolemisation

Définition : Soit G une formule prénexe ayant n quantificateurs 3. La
Skolemisation de G est la formule obtenue par n applications successives de
la skolemisation partielle.

Théoréme : Soit G’ la Skolemisation de la formule G. Alors

o Si G contient n quantificateurs 3, G’ contient au plus n nouveaux
symboles de fonction.

@ G’ ne contient pas de quantificateurs 3.

@ G a un modéle ssi G’ a un modéle.
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Exemples Forme normale conjonctive pour le calcul des prédicats

G’ est la Skolemisation de G. Définition :
@ Un littéral est une formule de la forme r(ty, ..., t,) ou =r(t1,..., tn).
!
G G @ Une clause est une formule de la forme L; V...V Lg, ¢ >0, ou
Vx Yy 3z r(x, z) Vx Yy r(x, f(x,y)) _ - e
, 4 chaque L; est un littéral. La clause vide s’écrit L.
Vx dz Vy 3w I’ s(w/, x, h(z)) Vx Yy s(i(x,y),x, h(g(x))) , ) )
Ix 3z Vy s(x, x,2) Vy s(a,a, b) @ Une formule est en forme normal conjonctive (FNC) ssi elle est de la
Y Y forme C; A... A C,, n >0, ol chaque C; est une clause. La FNC vide
s'écrit T.
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Exemples Existence de la FNC
P
Théoréme : Pour toute formule A sans quantificateurs, il existe une
T est une FNC. L est une FNC. formule A’ sans quantificateurs en FNC telle que A’ = A.
—p(h(x)) est une FNC.
=p(h(x)) V p(y) est une FNC. Preuve : Comme dans le cas propositionnel : utiliser les équivalences
(=p(h(x)) V p(y)) A p(z) est une FNC. suivantes:
(=p(h(x)) V p(y)) N (p(z) V =p(h(x))) est une FNC. 158 B
—(p(x) V —p(z)) n'est pas une FNC. — = TAV
p(x) A (=p(z) = p(h(z))) n'est pas une FNC. —A = A
p(x) V (=p(z) A p(h(z))) n'est pas une FNC. ~(AAB) = ~AvV-B
-(AV B) = -AA-B
AV(BAC) = (AVB)A(AV Q)
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Unicité

La FNC d’une formule n'est pas unique.

Exemple:

pV-p=pVpV-p=T.

Donc,

pV-p, pVpV-petT sont trois FNC de la formule p Vv —p.
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Mise sous forme clausale

Théoréme : Pour toute formule G il existe un ensemble de clauses C¢ t.q
) V/(Cl) N V/(Cg) =0si CG,GelCget (1 # G
@ G a un modéle ssi clu(Cg) a un modéle.

Preuve :

@ D’abord de G on fixe G; = cle(G). G a un modéle ssi G; a un modéle.

@ Utiliser I'équivalence A — B = —AV B pour éliminer les implications
de G;. On obtient une formule G, = G;.

© Calculer Gs, la forme prénexe de G,. On a G3 = G;.

Q Calculer G4 =Vxy ...¥xym A (m > 0), la Skolemisation de Gs.

On a que G4 a un modéle ssi Gz a un modéle.

@ Calculer la forme normal conjonctive de A dont les variables sont
{X1,.-.,Xm}. On obtient G5 =Vx1 ...Vxyn (GG A...ANGC,)
(m>0,n>0). Ona Gs = Ga.

@ Donner comme résultat Cg = {Cj, ..., C}} qui est un renommage de
{C,..., Cp} afin d’eviter les variables communes. On a que G a un
modele ssi c/u(Cg) a un modéle.
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Vers la mise sous forme clausale

Soit clu(A) (resp. cle(A)) la cléture universelle (resp. existentielle) d'une
formule A. Soit clu(A) = {clu(A) | A € A} et cle(A) = {cle(A) | A€ A},

Lemme : Soit A = {A,...,Ap} un ensemble de formules sans
quantificateurs. Soit FNCa = {Ei, ..., E,} un ensemble de formules ou
chaque E; est une FNC de A;. Soit Ca I'ensemble de clauses de FNCa
construit comme

U1<i<n{Di17 R D,'k | E; € FNCp et E; = D,'1 VANAN D,'k}.

Alors I'ensemble de formules clu(A) a un modéle ssi I'ensemble de clauses
clu(Ca) a un modele.
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Exemple

G = =[[Q(a) A (vVx Q(x) = Q(f(x)))] = 3z R(f(f(2)))]
Q G =6G.
Q@ G = —[~[Q(a) A (Vx (=Q(x) v Q(F(x))))] v Iz Q(F((2)))]-
Q Gz =Vz Vx =[-[Q(a) A (=Q(x) V Q(F())] v Q(F(£(2)))]
Q Gs = Gs.
Q G5 =z Vx [[Q(a) A (=Q(x) V QF (X)) A ~Q(F(f(2)))]
0 Co = {Q(a), ~Q(x) v Q(f(x)), ~Q(f((2)))}-
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Exemple Résolution pour le calcul des prédicats

Axiomes : aucun
Reégles d'inférence :

G =3y r(x,y) VVz q(z,2)) A (=Vx p(x)) A p(u). DVvr(sy,....sn) Cvor(ty,. . tn) (coupure)
© G = 3u(@y r(x,y) V ¥z (z,2)) A (<¥x p(x)) A p(u). o(DV C)
Q G =G ou o est |'unificateur principal du probléme {s; = t1,...,s, = tp}
© Gz =3u 33X Iy Vz ((r(x,y) V q(z,2)) A =p(x’) A p(u)).
© Gi =z ((r(x,b) V q(z, 2)) A ~p(a) A p(c)). DVEVL e ctorisation)
= o(DVL)
Q G5 = Gy

@ Cc ={r(x,b)Vq(z,z),~p(a), p(c)}.

ou

o L=r(s1,...,sn) (resp. L==r(s1,...,8n)) et L' =r(t1,...,1tn)
(resp. L' = =r(t1,...,tn))

@ o est |'unificateur principal du probléeme {s; = t1,...,s, =t}
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Exemple |
. R Montrer que I'ensemble suivant est contradictoire.
Rappel : Le cas particulier de la régle coupure lorsque r(s1,...,s,) et 5
r(t1,...,t,) sont unifiables : Hi: 3xo t(x0)
H22 VXQ (d(Xz) — VX]_I‘(X]_,Xz))
r(st,- .. 5n) —r(ty, .. ts) Hs: Vx3Vxa =(t(x3) = —q(xa)) = —r(x3, xa)
I Hy: —¥x5 (—d(x5) V =q(xs))
D’abord, on donne un ensemble de clauses C correspondant a
{H1, Ha, H3, Ha}.
C = {t(a), ~d(x) V r(x1, x2), ~t(x3) V —q(xa) V —r(x3, xa), d(b), q(b)}
Notation : Comme dans le cas propositionnel, on écrit A Fr A si A est Puis on donne une réfutation de I'ensemble C par la méthode de résolution.
dérivée A partir de I'ensemble A par résolution et A Fr L si L est dérivée
a partir de I'ensemble A par résolution. ~t(xs) V 2q(xa) V -r(xa, xa) - t(a)
o () V r(a, ) a(b)
Notion de réfutation
Un ensemble de formules est réfutable ssi en lui appliquant la méthode de —d(x2) V r(x1, %) —r(a, b)
résolution on obtient L. d(b) ~d(b)
1
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Exemple I Exemple I

Montrer que la formule J; est conséquence logique de la formule
J AN Db A L.

Jit Ixo t(x0)
Jo: Vxp (d(x2) — Vxyr(x1,x2))

J3: Vx3¥xg =(t(x3) = =q(xa)) — —r(x3, xa) —t(x3) V —q(xa) V —r(xs, xa)  t(a)
Ja: Vxs (—|C/(X5) V —|q(X5)) —|q(X4) V ﬂr(a, X4) q(b)
D'abord on utilise le fait que L A b AJzs = Jyssi hAJaAJ3A—dyn'a —d(x2) V r(x1, x2) —r(a, b)
pas de modéle (est réfutable). d(b 4(h
Ensuite on donne un ensemble de clauses C dont la cléture universelle a un (b) ~d(b)
modéle ssi 1 A J» A J3 A —Js a un modéle. On peut prendre Ji, J,, etc. et 1L
indépendamment calculer les clauses.
C ={t(a), ~d(x2) V r(x1,x2), ~t(x3) V =q(xa) V —r(x3,xs),d(b), q(b)}
On donne une réfutation de I'ensemble C par la méthode de résolution.
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Exemple Il Propriétés de la résolution

Montrer que la formule J : Vx p(x) V 3y—p(y) est valide.
D’abord on utilise le fait que J est valide ssi —J est réfutable.

On donne donc un ensemble de clauses C correspondant a —J. Théoréme : La résolution est correcte, i.e., si A kg A, alors le séquent

clo(A) F clo(A) est valide et si clo(A) Fgr L, alors A n’a pas de modéle.

C = {=p(a),p(y)}

On donne une réfutation de I'ensemble C par la méthode de résolution.
—p(a)  py) Théoréme : La résolution est compléte pour la réfutation, i.e., si clo(A)

1 n'a pas de modéle, alors A Fr L.

Autres exemples avec formalisation : au tableau
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