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Systémes de preuves syntaxiques

e Calculs des séquents :

» Déduction naturelle
» Calcul de Gentzen

@ Systémes de réfutation :
» Résolution
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Systémes de preuves syntaxiques

@ Un ensemble de formules.
@ Un sous-ensemble de formules distinguées appelées axiomes.

@ Un ensemble de régles d'inférence de la forme:

Hypl ... Hypn
Concl

Typiquement une régle est en fait un schéma de régles. Example:

A— B A

5 (Modus Ponens)

Propriétés importantes:

@ Les régles devraient étre correctes.

@ Un ensemble de régles devraient &tre complet.
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Les séquents en logique

Gerhard Gentzen: mathématicien allemand (1909 - 1945)
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La notion de séquent

Définition : Un séquent est un couple de la forme A F T, od A et ' sont
des multi-ensembles de formules.

La formule associée a un séquent de la forme Ay, ..., A, F By, ..., By est
donnée par :

AlN...NA, = By V...V By

Rappel : une conjonction vide est vraie, une disjonction vide est fausse.

Sémantique d'un séquent

Définition : Un séquent Ag,..., A, B, ..., By est valide ssi sa formule
associée (A1 A...ANA,) — (B1 V...V Bx) est valide.
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Les ingrédients d'un calcul de séquents

Pour définir un calcul de séquents :
@ On fixe des séquents axiomes (des séquents particuliers)
AFET1...A, T,

@ On fixe des régles d'inférence de la forme
AFT
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Systémes avec séquents

Définition : La dérivation du séquent A T dans un systéme S
quelconque, ou S-dérivation de A T, est un arbre fini de séquents tel que

@ chaque feuille est un axiome de S.

@ si A © est le pére de n séquents Ay - Py et ... et A, F b, alors
A ® est obtenu par I'application d'une régle d'inférence de S sur ses
enfants A7 - &1 et ... et A, - D,.

@ la racine de |'arbre est le séquent A - T.

Notation : On écrit A s I pour dire que le séquent A T est S-dérivable
et on écrit simplement A F I pour parler du séquent en tant qu'objet.
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Preuves et théorémes

Définition : Soit S un systéme avec séquents. Une preuve d'un séquent
A F T dans S est une dérivation de A =T dans S. Un théoréme de S est
un séquent de la forme () - I ayant une preuve dans S.
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Systeme DNy, : déduction naturelle pour le calcul
propositionnel

Axiome : A,AF A
Régles d'inférence :

AAEB . AFA A+FA— B
— (=) (— e)
A+FA— B A+B

AFA AFB
(A1)
A-AAB
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AFAANB AFAANB

Ne) ——— (A e
AFA (ne) A+B (ne)
AFA A+ B

(Vi) (Vi)
A+FAVB AFAVB

AFAVB AAFC ABFC
AFC

(Ve)

AAFB  AAF-B

-
AF-A ()
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AFA AF-A AF—-A

AF B (ce) —xp a9

La derniére régle —e est connue sous le nom de raisonnement par |'absurde.
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Exemples de dérivation dans DN,

Au tableau.
Tiers exclu
B=Av-A
~B,AF A
——— (V)
~B,A+ B ~B,AF—-B
-l
~B+ —A
(Vi)
-B+ B -BF-B
(=1)
I (~e)
-e
FB
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Un autre exemple de dérivation dans DN,

Loi de Peirce

G=(H—-A) —>AH=A-B

-G,H—+A+FH—+A -G H—=AFH

(= e
~G,H = A A
(= 1)
-G+ G -G+ G
(e)
.
FG
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G=(H—-A) —>AH=A—=B

~G,H 5 AAH—=AFA
(— 1)
~G,H = A A G —~G,H = A Al -G
~G,H— A AF B
~G,H— AFH

(—e)
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Comment transformer des dérivations dans DN,

Théoréme : (Affaiblissement) Si A - A est dérivable dans le systéme

DNprop, alors A, B A l'est aussi (et la hauteur de I'arbre de dérivation ne
change pas).

Théoreme : (Contraction) Si A, B, B = A est dérivable dans le systéme
DNprop, alors A, B = A I'est aussi.
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Observations

Le raisonnement par |'absurde entraine le tiers exclu et la loi de Peirce.
Mais, aussi

@ Le tiers exclu entraine la loi de Peirce.
Soit F =(A— B) — A.

M-AF,AFA T,-AFAF-A

r,—A F,Al B
r-AFFF r-AFFA—B
M F,AFA r-AFFA
FTEFAV-A  TLAFF—A r-A-F—A

rN-((A—B)—=A)— A
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Observations

@ La loi de Peirce entraine le raisonnement par |'absurde.
On considére “A = A — L. (I(L) = F pour toute interprétation /)

At —-A
A, -AE ~—A A,-AF -A

A -AFA
AF(A=1L)—=A) = A AF-A—= A
AFA
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Propriétés du systeme DN,

Théoreme : Le systeme DN,y est correct, i.e., si A Fpp,,, A, alors
A F A est valide.

Théoréme : Le systéme DNpop est complet, i.e, si A = A est valide, alors
A Fpn,., A.
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Calcul de Gentzen LK

Axiome : AF A
Régles d'inférence structurelles :

AAAFT _ AFT, A A _
——— — (contraction g) —————— (contraction d)
AAFT AT, A
AFT AFT
—— (affaiblissement g) —————— (affaiblissement d)
AAFT AFT,A
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Régles d'inférence logiques :

AFT,A AAET
T (- = (=d
A -AFT () AFT, A (=d)
AFAT T,BFA A A BT
(— ) (= d)
ATLA— BET,A AFA— B, T
AABKHT AFAT AFBT
(" &) (A d)
AANBET AFAANB,T
AAET  ABET AFAT A BT
I~ (Vo) e () T (V)
VAV BET AFAVB,T AFAVB,T
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Reégles d'inférence coupure :

AFT,A AAFD

ANET, T

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique



Dérivation dans LK

On note A kI si le séquent A T est dérivable dans le systéme LK.
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Premier exemple de dérivation dans LK

Modus Ponens

pFp (ax) gt q (ax)
p:(p—q)Fq (/\g()_> £)
pA(p—q)Fq > d)
F(pA(P—q) —q
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Deuxieme exemple de dérivation dans LK

Tiers exclu

Peter Habermehl (U. Paris Diderot)

pp (ax) (— d)

Fp,op
B " (vd
Fmpvﬂp((Jw

EpV-op,pV-op
PV —p (cont d)
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Troisiéme exemple de dérivation dans LK

Loi de Peirce

AE A (ax)

AT B.A (affdc)l
A5 BAT D AL A (ax)
(A= B) > AFAA t(dTg)

(A= B)—> AFA
((A=B oA A9

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 5 février 2015 25 / 48



Propriétés du systeme LK

Théoréme : (Elimination de coupures) Si A I T est dérivable dans le
systéme LK, alors il existe une dérivation de A T dans LK qui n'utilise
pas la régle de coupure.
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Equivalence entre la Déduction naturelle et LK

Remarque : Si Atk I, alors soit A soit ' n'est pas vide.

Théoréme : Si Ak T, alors
o Si A =0, alors Fpp,,,, VT
e Si =, alors pp,,, VA.
e Sinon, Fpp,,, VAV VT

Théoreme : Si A pp,,, A alors Ak A
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Propriétés du systeme de Gentzen LK

Théoreme : Le systéme LK est correct, i.e., si Abyx I, alors AFT est
valide.

Théoreme : Le systéme LK est complet, i.e., si AT est valide, alors
AT,
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Automatisation : le systéme G
Axiome : AAFT,A
Régles d'inférence logiques :

AFT A ANAET

= 7 (+ T (= d

AﬂAFF( &) AFT,—A (5d)

AFAT ABFT A AF BT
(— &) (— d)

AA— BT AFA— BT

AABFT AFAT AFB,T
(A g) (A d)

AANBET AFANB,T
AAFT A BFT A+ A BT
(Ve) (vd)

ANAVBET AFAVB,T

Régles de coupure :
AFT,A ANANET

ANANET T
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Dérivation dans G

On note A k=g I si le séquent A =T est dérivable dans le systeme G.

Premier exemple de dérivation dans G
Tiers exclu

pFp(ax) — d)

Ep,p
Fov—p V9
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Deuxieme exemple de dérivation dans G

Loi de Peirce

pFaq,p(ax)
Fp—=aq.p (= d)pr(aX)(_) g)
(p—q)—pkp (= d)
F((p—aq)—p)—p
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Comment transformer quelques dérivations dans G

Théoreme : (Affaiblissement) Si A g T, alors A,AFg et AFg A,T.

Théoreme : (Contraction) Si A, A,Alg T, alors A,Akg T. Si
AtgT,A A alors AtgT, A lest aussi.

Théoréme : (Elimination de coupures) Si A g T, alors il existe une
dérivation de A F¢g I qui n'utilise pas la régle de coupure.
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Equivalence entre LK et G

Théoréme : Si A F T est dérivable en LK, alors A T est dérivable en G.

Théoréme : Si A F T est dérivable en G, alors A - T est dérivable en LK.
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Equivalence entre DN et G

Théoreme : Si A tpp,,, A, alors A g A.

Remarque : Si A g T, alors soit A soit I n'est pas vide.

Théoréme : Si A g T, alors
o Si A =0, alors Fpp,,,, VT.
o Sil =, alors Fpy,,, VA
e Sinon, Fpp,,, VAV VT
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Propriétés du systeme G

5...5
Théoréme : Toute régle de G de la forme % est réversible, i.e.,

SiA...NS, est valide ssi S est valide.

Théoréme : Le systéme G est correct, i.e., si Atg T, alors AFT est
valide.

Preuve : Par induction sur la dérivation du séquent A F I dans le systéme
G a l'aide de la réversibilité et du fait que les axiomes sont des séquents
valides.
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Propriétés du systeme G

Théoréme : Le systéme G est complet, i.e., si A F T est valide, alors
AbgT.

Preuve :

@ On construit un arbre de dérivation pour le séquent A F I dans le
systéme G sans coupures, en appliquant les régles du systéme “du bas
vers le haut” aussi longtemps que possible.

@ Ce processus s'arréte nécessairement car tout séquent “hypothése” est
plus petit que le séquent “conclusion” (propriété de sous-formule).

@ Puisque le séquent de la racine est valide, tous les séquents introduits
par cette construction sont valides d'aprés le théoréme de réversibilité.
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Suite de la preuve

@ Pour conclure il faut montrer que la construction s'arréte sur des
séquents axiomes, c’est a dire, que toute feuille de I'arbre de dérivation
est un axiome.

@ On raisonne par I'absurde.

@ Si le séquent d'une feuille contient encore un connecteur logique, alors
on peut toujours appliquer une régle du systéme, ce qui est en
contradiction avec le fait que c'était une feuille.

@ Si le séquent d'une feuille n'a plus de connecteur logique mais il n'est
pas un axiome, il est de la forme py,...,pmt q1,...qn, avec p; # q;,
pour tout /, .

@ L'interprétation qui donne V a toutes les lettres p; et F a toutes les
lettres g; falsifie ce séquent. Contradiction avec le fait que ce séquent
soit valide.
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La résolution en calcul propositionnel
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Résolution

John Alan Robinson: philosophe, mathématicien, informaticien
anglais/américain (1930 - )
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Résolution

Méthode par réfutation :

A | Assi A s'obtient a partir de A par résolution

A = A ssi A U{—A} insatisfaisable ssi A U {—A} est réfutable
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Forme Normale Conjonctive (FNC)

Définition :
@ Un littéral est une formule de la forme p ou —p, ol p est une lettre
propositionnelle quelconque.

@ Une clause est une formule de la forme i, V...V I, n > 0, ot chaque
l; est un littéral. La clause vide (n = 0) s'écrit L.

@ Une formule est en forme normal conjonctive ssi elle est de la forme
DiA...AND, n>0, ot chaque D; est une clause.
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Forme Normale Disjonctive (FND)

Définition :
@ Une conjonction élémentaire est une formule de la forme L A ... A Iy,
n > 0, ou chaque /; est un littéral.La conjonction élémentaire vide
(n=0) s'écrit T.
@ Une formule est en forme normal disjonctive ssi elle est de la forme
G V...V C, n>0, ob chaque C; est une conjonction élémentaire.
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Existence de la FND et de la FNC

Théoréme : Soit A une formule.
@ Il existe une formule A; en FND telle que A; = A.

o |l existe une formule A> en FNC telle que A, = A.

Lemme : Soit A = {A;,...,A,} et FNCa = {E1,...,E,} ol chaque E;
est une FNC de A;. Pour chaque E; de la forme Dj, A ... A D;, on construit

Ce, ={Dj,...,Dj}. Soit Cao =Jy<;<, Cg. Alors A est satisfaisable ssi
Cp est satisfaisable. -
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Formes normales et tables de vérité

plag|r A

x :// ::/ 5 A= (pAgA-r)V(pA—gAr)V
VIE Vv (=P AGAT)V(=pA=gA-r)
viElElE —A= (pAgATr)V(pA=gA-r)V
Elviviv (mPAgA=r)V(=pAngAT)
FElvIiElE A= (-pV—gV-r)A(=pVagVr)A
FlelvIE (PV=qVr)A(pVqV-r)
FIF|F|v
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Régles de la résolution

Axiomes : aucun
Régles d'inférence :
(D et C sont deux clauses)

Dvp CV-p (coupure) b P (cas particulier)
DvC L
DVpV
ZVPVP (factorisation)
Dvp
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Dérivation par résolution

Exemple :
pvVrvs rV-s

pVvVr\Vr

pVr —r

p

Notation : On écrit A Fr A si A s'obtient de A par résolution. Par
exemple, ici on a une dérivation de la clause p a partir de I'ensemble
{pVrVs,rv-s —r}

{pVrVs,rv-s -r}tgrp
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Réfutation

Définition : Un ensemble de clauses A est réfutable ssi A Fg L.

Exemple :
pVvrVvs rV-s

pVrVr

pVr -r

P -p
1

{pVrVvsrv-s -r,-pttgr L
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Propriétés de la résolution

Théoréme : La résolution est correcte, i.e., si A g A, alors A = A et si
A Fgr L, alors A est insatisfaisable.

Théoréme : La résolution est compléte pour la refutation, i.e., si A est
insatisfaisable, alors A Fr L.
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