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R�esum�e Nous donnons une repr�esentation g�eom�etrique des suites doubles

uniform�ement r�ecurrentes de fonction de complexit�e rectangulaire mn+n. Nous

montrons que ces suites codent l'action d'une Z

2

-action d�e�nie par deux rota-

tions irrationnelles sur le cercle unit�e. La preuve repose sur une �etude des suites

doubles dont les lignes sont des suite sturmiennes de même langage.

Abstract We give a geometric representation of uniformly recurrent two-

dimensional sequences of rectangular complexity function mn + n. We show

that these sequences code aZ

2

-action de�ned by two irrational rotations on the

unit circle. The proof is based on a study of double sequences the lines of which

are Sturmian sequences of same language.

Mots-cl�es Fonction de complexit�e rectangulaire, suites doubles, suites stur-

miennes, combinatoire des mots, Z

2

-actions, dynamique symbolique.

1 Introduction

On associe classiquement �a une suite prenant un nombre �ni de valeurs,

une mesure de son d�esordre, appel�ee fonction de complexit�e, qui compte le

nombre de facteurs de longueur donn�ee. Cette fonction permet non seulement

de caract�eriser les suites p�eriodiques mais aussi de donner une repr�esentation

g�eom�etrique de certaines suites en fonction de leur complexit�e, par exemple les

suites de complexit�e n + 1, appel�ees suites sturmiennes [13]. D�es que l'on

passe en dimension sup�erieure se pose la question de la d�e�nition de la fonction

de complexit�e. Nous nous int�eresserons ici pour les suites doubles (index�ees sur

Z

2

) �a la notion de fonction de complexit�e rectangulaire, qui compte le

nombre de facteurs rectangulaires de taille donn�ee. Pour une d�e�nition plus

g�en�erale de la complexit�e, voir par exemple [16].

Les questions suivantes sont alors naturelles. Quelles fonctions de com-

plexit�e (rectangulaires) existent? Peut-on obtenir une caract�erisation g�eom�e-

trique d'une suite �a partir de sa fonction de complexit�e? Que se passe-t-il dans

le cas p�eriodique?

�
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Une suite double est dite p�eriodique si elle admet un vecteur de p�eriodi-

cit�e non nul, c'est-�a-dire si elle est invariante par translation. La fonction de

complexit�e rectangulaire ne permet pas de caract�eriser les suites p�eriodiques :

on peut en e�et construire des suites doubles admettant un vecteur de p�e-

riodicit�e non nul, et de complexit�e arbitrairement grande. R�eciproquement,

il est conjectur�e que s'il existe un couple d'entiers non nuls (m

0

; n

0

) tel que

P (m

0

; n

0

) � m

0

n

0

; alors la suite double admet un vecteur de p�eriodicit�e non

nul. Notons que cette conjecture est fausse en dimension sup�erieure (voir le

contre-exemple produit dans [16]).

Le but de cet article est double : nous construisons, d'une part, des suites

bidimensionnelles de basse complexit�e, o�u, par basse complexit�e, nous entendons

une complexit�e proche de la fonction conjectur�ee dans le cas p�eriodique. Nous

donnons d'autre part une repr�esentation g�eom�etrique de certaines suites en

fonction de leur complexit�e.

Comment obtenir des suites doubles qui soient �a la fois de basse complexit�e

et non p�eriodiques? Une id�ee naturelle consiste �a disposer en ligne des suites uni-

dimensionnelles de basse complexit�e et non p�eriodiques, par exemple des suites

sturmiennes. Rappelons qu'une suite sturmienne code l'orbite d'un point � du

cercle unit�e sous l'action d'une rotation d'angle irrationnel �, selon la partition

du cercle unit�e (identi��e �a R=Z) en deux intervalles semi-ouverts d'extr�emit�es

0 et 1� � (voir [13]). Supposons donc que l'on dispose en ligne des suites stur-

miennes de même angle, a�n de r�eduire le \d�esordre". Soit �

i

le point dont

l'orbite est cod�ee par la ligne d'indice i. Nous allons consid�erer deux situations

extrêmes. Les points de d�epart correspondant �a chaque ligne sont des it�er�es de

la rotation d'angle � (8i; �

i

= i�), ou bien ils sont gouvern�es par une seconde

rotation irrationnelle d'angle � (8i; �

i

= i�), o�u 1; �; � sont rationnellement in-

d�ependants. Dans le premier cas, on obtient une suite p�eriodique de complexit�e

m+n. Dans le second cas, on a une suite uniform�ement r�ecurrente et non p�erio-

dique de complexit�e mn+ n, pour m assez grand. Inversement, nous montrons

que ces deux fonctions de complexit�e admettent la repr�esentation g�eom�etrique

suivante.

Th�eor�eme Une suite double U surZ

2

a pour complexit�em+n si et seulement

s'il existe une suite u (sur Z) de complexit�e n + 1 telle que l'on a

8(m;n); U(m;n) = u(m+ n)

ou

8(m;n); U(m;n) = u(m� n):

Les suites de complexit�e m + n sont donc p�eriodiques et sont obtenues en

d�ecalant d'un cran de ligne en ligne une suite donn�ee de complexit�e n + 1.

La preuve de ce th�eor�eme est purement combinatoire et repose sur l'�etude des

facteurs de petite taille.

On appelle suite uniform�ement r�ecurrente une suite telle pour pour tout

entier n, il existe un entier N(n) pour lequel tout facteur carr�e de côt�e N(n)

de la suite contienne tous les facteurs carr�es de côt�e n.
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Th�eor�eme Une suite double uniform�ement r�ecurrente U , d�e�nie sur l'alpha-

bet f0; 1g, a pour complexit�e mn + n, pour m assez grand, si et seulement s'il

existe (�; �) 2 R

2

, tels que 1; �; � sont rationnellement ind�ependants, et � 2 R

tels que l'on ait

soit

8(m;n); (U(m;n) = 0() fm�+ n� + �g 2 [0; 1� �[);

soit

8(m;n); (U(m;n) = 0() fm�+ n� + �g 2 ]0; 1� �]);

o�u fxg := x� bxc:

La preuve de ce th�eor�eme est bas�ee sur des techniques de calcul de com-

plexit�e pour des codages de rotation. L'�etude de telles suites permet de plus de

tester la conjecture sur la p�eriodicit�e. Nous �etudions en particulier de mani�ere

syst�ematique les suites dont le langage en ligne est sturmien et dont la com-

plexit�e satisfait P (2; m) � 2m + 2, pour m assez grand. Nous montrons que

ces suites sont ou bien p�eriodiques, ou ont pour complexit�e P (m;n) = mn+ n,

pour m assez grand.

Les suites uniform�ement r�ecurrentes de complexit�e mn + n ont �et�e intro-

duites dans [4]. Elles sont obtenues comme une projection lettre �a lettre de

suites doubles d�e�nies sur un alphabet �a trois lettres, codant un plan discret.

Ces derni�eres ont pour complexit�e mn + m + n et peuvent être consid�er�ees

comme une g�en�eralisation bidimensionnelle des suites sturmiennes (voir aussi

[23]). Nous construisons �egalement des exemples de suites de complexit�e mn+n

non uniform�ement r�ecurrentes.

Cet article est organis�e comme suit. Nous rappelons dans la partie 2 quelques

propri�et�es �el�ementaires des suites sturmiennes. Dans la partie 3, nous intro-

duisons des d�e�nitions et notations concernant l'�etude des suites doubles. En

particulier, nous �enon�cons quelques propri�et�es su�santes, comme l'uniforme

r�ecurrence, pour que le langage des facteurs en ligne d'une suite dont la com-

plexit�e satisfait : 8m, P (m; 1) = m+1, soit sturmien, c'est-�a-dire que toutes les

suites en ligne sont des suites sturmiennes de même angle. Dans la section 3.5,

nous �etablissons une bijection entre les facteurs rectangulaires de taille donn�ee

(su�samment grande) et une partition �nie du cercle unit�e en intervalles. Les

th�eor�emes principaux sont �enonc�es dans la partie 4.1 et les preuves se trouvent

dans les paragraphes suivants.

2 Suites sturmiennes

2.1 Quelques d�e�nitions

Soit A un ensemble �ni appel�e alphabet. Soit u = (u

n

) une suite �a valeurs

dans A (index�ee par N ou Z). On appelle facteur de la suite in�nie u un

bloc �ni w de lettres apparaissant de mani�ere cons�ecutive dans la suite : w =

u

n+1

� � �u

n+d

; d est appel�e la longueur de w et est not�e jwj. L'ensemble des

facteurs de la suite u est appel�e langage de la suite et est not�e L

u

.
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La suite u est dite strictement p�eriodique si : 9T > 0; 8n; u

n+T

= u

n

. La

suite u est dite ultimement p�eriodique si : 9n

0

; 9T > 0; 8jnj � n

0

; u

n+T

=

u

n

.

Une suite est dite r�ecurrente si tous ses facteurs apparaissent in�niment

souvent. Elle est dite uniform�ement r�ecurrente si tout facteur apparâ�t in-

�niment souvent et si toutes ses occurrences sont �a lacunes born�ees.

On appelle fonction de complexit�e de u la fonction p, d�e�nie sur les

entiers, qui compte le nombre de facteurs de u de longueur donn�ee :

p(n) = Cardfw; w est facteur de u et jwj = ng:

La fonction de complexit�e permet de caract�eriser les suites p�eriodiques. On

a en e�et le r�esultat classique suivant (voir [12, 7]) :

9n; p(n) � n() 9C; 8n p(n) � C () u est p�eriodique:

Plus pr�ecis�ement, si la suite u est unidirectionnelle, c'est-�a-dire index�ee par N, la

suite est alors ultimement p�eriodique et si la suite u est bidirectionnelle, c'est-�a-

dire index�ee par Z, la suite est strictement p�eriodique. La preuve de ce r�esultat

repose sur le fait que s'il existe n tel que p(n) � n, alors il existe n

0

tel que

p(n

0

+1) = p(n

0

), et tout facteur de longueur n

0

admet une unique extension (on

appelle extension d'un facteur w une lettre x telle que wx est aussi facteur).

Pour tout entier k, le \futur" de la suite, c'est-�a-dire (u

n

)

n�k

, est donc d�etermin�e

par la donn�ee de u

k�n

0

: : : u

k�1

. Il su�t de consid�erer un facteur de longueur n

0

qui apparâ�t deux fois dans la suite pour en d�eduire la p�eriodicit�e. La p�eriode

est alors inf�erieure ou �egale �a n

0

. Pour plus d'informations sur la notion de

fonction de complexit�e, voir le survol [3] pour une approche combinatoire, et le

survol [9], pour les relations avec la dynamique symbolique.

2.2 Suites sturmiennes

Il apparâ�t alors naturel de s'int�eresser aux suites de complexit�e n+1, c'est-

�a-dire telles que, pour tout n, p(n) = n + 1. De telles suites existent sur N

et sur Z. Les suites de complexit�e n + 1 index�ees par N sont appel�ees suites

sturmiennes. Les suites sturmiennes sont donc les suites de complexit�e mini-

male parmi les suites non-ultimement p�eriodiques. L'exemple le plus classique

de suite sturmienne est la suite de Fibonacci, point �xe de la substitution � d�e-

�nie par �(a) = ab et �(b) = a. Les suites sturmiennes sont d�e�nies de mani�ere

purement combinatoire mais ce qui est remarquable, c'est qu'elles peuvent être

�egalement repr�esent�ees g�eom�etriquement (voir [13]) : les suites sturmiennes sont

exactement les suites obtenues en codant l'orbite d'un point � du cercle unit�e

sous la rotation d'angle irrationnel �, par rapport �a des intervalles compl�emen-

taires du cercle unit�e de longueurs � et 1� �.

Dans tout ce qui suit R

�

d�esigne la rotation d�e�nie sur le cercle unit�e (iden-

ti��e �a R=Z) par : R

�

(x) = x + � modulo 1: S'il n'y a pas d'ambigu��t�e, nous

omettrons de pr�eciser que nous travaillons modulo 1.
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Th�eor�eme 1 (Morse-Hedlund) Soit u une suite sturmienne �a valeurs dans

f0; 1g. Il existe alors � irrationnel et � tels que l'on ait :

soit

8n 2 N; (u

n

= 0() R

n

�

(�) = �+ n� 2 [0; 1� �[);

soit

8n 2 N; (u

n

= 0() R

n

�

(�) = �+ n� 2 ]0; 1� �]):

On appelle angle d'une suite sturmienne le r�eel � qui lui est ainsi associ�e.

On note (I

0

; I

1

) la partition correspondante : on a donc I

0

= [0; 1 � �[ ou

I

0

=]0; 1� �].

Notons que les suites sturmiennes ont de nombreuses autres caract�erisations,

tant g�eom�etriques que combinatoires (voir, par exemple, les survols [5, 10]).

Un des int�erêts de cette repr�esentation g�eom�etrique est qu'elle fournit une

description simple en termes d'intervalles du cercle unit�e des facteurs de lon-

gueur donn�ee. Rappelons la propri�et�e classique suivante (voir par exemple [11]).

Nous utiliserons des raisonnements analogues par la suite.

Lemme 1 Soit u une suite sturmienne d'angle � et de partition (I

0

; I

1

). Il

existe une bijection entre les facteurs de longueur n de la suite u et les n + 1

intervalles de la partition du cercle unit�e par les points �k�, 0 � k � n.

Nous noterons I

w

1

:::w

n

l'unique intervalle du cercle unit�e ainsi associ�e au facteur

w

1

: : :w

n

. On a

I

w

1

:::w

n

=

\

1�i�n

R

�i+1

�

I

w

i

:

Preuve Un bloc w = w

1

: : :w

n

2 f0; 1g

n

est facteur de la suite u si et seule-

ment s'il existe k 2 N tel que

8i; 1 � i � n; k�+ �+ (i� 1)� 2 I

w

i

;

c'est-�a-dire

k� + � 2 I(w) :=

\

1�i�n

R

�i+1

�

I

w

i

:

Par cons�equent, si w est facteur, alors I(w) 6= ;.

R�eciproquement, soit w = w

1

: : :w

n

2 f0; 1g

n

tel que I(w) 6= ;: L'int�erieur

de I(w) est donc non vide, et par densit�e de la suite (k�)

k2N

, il existe k tel que

k�+ � 2 I(w), et donc w apparâ�t �a l'indice k.

Par cons�equent, w est facteur si et seulement si I(w) 6= ;.

On montre de plus que les ensembles I(w) sont connexes. La preuve se fait

par r�ecurrence (voir par exemple [1]) et utilise la propri�et�e suivante : si I et

J sont deux semi-intervalles (de même sens d'ouverture) du cercle unit�e dont

l'intersection n'est pas connexe, alors la somme de leurs longueurs est stricte-

ment sup�erieure �a 1 et les extr�emit�es de I (respectivement J) appartiennent �a

l'int�erieur de J (respectivement I).

En�n, on voit que ces intervalles sont d�elimit�es par les points �k�, 0 � k �

n.
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Notons que les longueurs des intervalles d�elimit�es par les points �k�, 0 �

k � n, prennent trois valeurs au plus : il s'agit du th�eor�eme des trois longueurs

(voir [19, 20, 21] ou le survol [2]). Soit �

n

la plus grande de ces longueurs. On

a alors lim

n!+1

�

n

= 0: Nous utiliserons cette propri�et�e dans la suite de cet

article.

Une suite sturmienne est donc d�etermin�ee par la donn�ee de son angle �, du

point de d�epart de l'orbite cod�ee et du sens d'ouverture des intervalles de la

partition du cercle unit�e par les points 0 et 1�� , ces trois �el�ements �etant cit�es

dans un ordre d'inuence d�ecroissant.

Plus pr�ecis�ement, on d�eduit du lemme pr�ec�edent que toutes les suites stur-

miennes de même angle ont même langage.

D�e�nition 1 On d�esigne par L

�

le langage des facteurs des suites sturmiennes

d'angle �.

R�eciproquement, toute suite ayant pour langage L

�

est une suite sturmienne

d'angle � (voir par exemple [10]). En d'autre termes, pour toute suite stur-

mienne u, le syst�eme dynamique (O(u); T ) est minimal, T d�esignant le d�ecalage

unilat�eral : T ((u

n

)

n2N

) = (u

n+1

)

n2N

, et O(u) d�esignant la clôture de l'orbite de

u sous l'action de T dans f0; 1g

N

muni du produit des topologies discr�etes. Ceci

implique en particulier [12] qu'une suite sturmienne est uniform�ement r�ecur-

rente. En�n, notons que deux suites sturmiennes de même angle � et de même

point de d�epart � mais cod�ees par deux partitions de sens d'ouverture inverses

l'un de l'autre, soit sont �egales (si � 62 Z+ �Z), soit ne di��erent qu'en au plus

deux indices qui sont alors cons�ecutifs.

2.3 Langage sturmien

Nous nous int�eresserons dans les paragraphes suivants �a des suites doubles

dont le langage des facteurs en ligne est de la forme L

�

. Nous aurons donc

besoin de caract�eriser les langages factoriels et biprolongeables de complexit�e

n + 1. Rappelons qu'un langage est dit factoriel si tout facteur d'un mot du

langage appartient encore au langage. Un langage est dit biprolongeable si

tout facteur se prolonge �a gauche et �a droite en un mot du langage.

Lemme 2 Un langage L factoriel et biprolongeable de complexit�e n + 1 est le

langage d'une suite de complexit�e n+ 1, index�ee par Z.

Preuve Nous allons construire une suite u de complexit�e n + 1 telle que son

langage L

u

soit �egal �a L. Pour tout n, il existe un unique facteur G

n

de longueur

n de L tel que 0G

n

et 1G

n

appartiennent �a L. Le facteur G

n

est alors un pr�e�xe

de G

m

, pour tout m � n.

Supposons qu'il existe x

0

; x

1

; : : : ; x

k

tels que

8n; x

k

: : :x

0

G

n

2 L:

Par biprolongeabilit�e, il existe une lettre x

k+1

telle que pour une in�nit�e d'en-

tiers n, on ait x

k+1

x

k

: : : x

0

G

n

2 L: Cette propri�et�e est alors vraie pour tout n,

puisque le langage est factoriel et puisque G

n

est un pr�e�xe de G

m

, pour tout
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m � n. On peut donc d�e�nir par r�ecurrence une telle suite de lettres x

k

. On

d�e�nit alors sur Zune suite v de la fa�con suivante :

8n; v

1

: : : v

n

= G

n

;

8k � 0; v

�k

= x

k

:

Le langage L

v

des facteurs de la suite v est bien inclus dans L par factorialit�e. Si

la complexit�e de la suite v satisfait : 8n, p

v

(n) = n+1, alors la suite v convient.

Dans le cas contraire, la suite v, et par cons�equent, la suite unidirection-

nelle (v

n

)

n�1

, sont purement p�eriodiques, et donc r�ecurrentes. Pour tout n, il

existe alors une lettre y

n

telle que y

n

G

n

soit facteur de la suite unidirectionnelle

(v

n

)

n�1

. Il existe une même valeur y prise par la lettre y

n

pour une in�nit�e d'en-

tiers n � 1. On pose x = 0, si y = 1 et x = 1, sinon. On d�e�nit alors une suite u

sur N de la mani�ere suivante : u

0

= x et 8n; u

1

: : :u

n

= G

n

: Par factorialit�e, le

langage L

u

est encore inclus dans L. On prolonge alors comme pr�ec�edemment u

en une suite d�e�nie sur Zdont le langage reste inclus dans L. Par construction,

il existe n arbitrairement grand tel que xG

n

et yG

n

soient facteurs de la suite

u. La complexit�e de u n'est donc pas born�ee et par cons�equent, p

u

(n) = n + 1,

pour tout n.

Rappelons qu'une suite est dite r�ecurrente si tous ses facteurs apparaissent

in�niment souvent. Les suites de complexit�e n + 1 d�e�nies sur Zpeuvent être

d�ecrites de mani�ere explicite (voir [13]). En particulier, les suites r�ecurrentes de

complexit�e n+1 sont les extensions surZdes suites de complexit�e n+1 d�e�nies

sur N (c'est-�a-dire les codages d'orbites bilat�eres) mais il existe �egalement des

suites non r�ecurrentes comme les exemples suivants de suites de complexit�e

n+ 1 :

: : :0001000 : : :

: : :0001111 : : :

Th�eor�eme 2 (Morse-Hedlund) Une suite r�ecurrente u d�e�nie sur Za pour

complexit�e n+ 1 si et seulement s'il existe � 62 Q et � 2 R, tels que

8n 2Z; (u(n) = 0() n� + � 2 [0; 1� �[);

ou

8n 2Z; (u(n) = 0() n� + � 2 ]0; 1� �]):

Dans tout ce qui suit, nous nous int�eresserons �a des suites r�ecurrentes de com-

plexit�e n + 1 d�e�nies sur Zainsi qu'aux langages factoriels, biprolongeables

correspondants d'apr�es le lemme 2.

D�e�nition 2 Nous appellerons suite sturmienne une suite r�ecurrente de

complexit�e n+ 1.
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3 Suites doubles

3.1 Notations et d�e�nitions

Nous �etudierons dans tout ce qui suit des suites doubles index�ees par Z

2

.

Soit U = (U(m;n))

(m;n)2Z

2 une telle suite. On appelle facteur rectangulaire

de taille (m;n) de la suite U un tableau W = [w

i;j

]

1�i�m;1�j�n

de la forme

w

1;n

: : : w

m;n

.

.

.

.

.

.

w

1;1

: : : w

m;1

;

tel qu'il existe k; l satisfaisant w

i;j

= U

k+i�1;l+j�1

; pour 1 � i � m; 1 � j � n:

Nous repr�esenterons les suites doubles avec la convention utilis�ee classique-

ment pour la repr�esentation en coordonn�ees dans le plan : le premier indice

d�esigne l'abcisse, donc l'indice de colonne (de gauche �a droite) et le second in-

dice d�esigne l'ordonn�ee, donc l'indice de ligne (de bas en haut). Nous garderons

cette même convention pour la repr�esentation des facteurs, ce qui ne correspond

plus �a la notation matricielle habituelle.

D�e�nition 3 On note L(m;n) l'ensemble des facteurs rectangulaires de taille

(m;n) de la suite double U et L

l

le langage en ligne, c'est-�a-dire l'ensemble des

facteurs de toutes les suites (unidimensionnelles) en ligne (U(m;n))

m2Z

:

L

l

=

[

m�1

L(m; 1):

La fonction de complexit�e rectangulaire est alors d�e�nie, pour tout couple

d'entiers (m;n), comme

P (m;n) = Card(L(m;n)):

D�e�nition 4 Une suite double U est dite r�ecurrente si pour tout facteur W ,

pour tout (m;n) 2 Z

2

, il existe une occurrence de W dans chacun des quatre

quadrants d'origine (m;n).

Une suite double U est dite uniform�ement r�ecurrente si pour tout entier

n, il existe un entier N(n) tel que tout facteur carr�e de côt�e N(n) de la suite

contienne tous les facteurs de taille (n; n).

3.2 Complexit�e minimale

Il est naturel de s'interroger sur les liens entre complexit�e rectangulaire

et p�eriodicit�e. Une suite double est dite p�eriodique si elle est invariante par

translation, c'est-�a-dire si elle admet un vecteur de p�eriodicit�e non nul et �a

coordonn�ees enti�eres :

9(a; b) 2Z

2

=f0; 0g; 8(i; j) 2Z

2

; U(i+ a; j + b) = U(i; j):

Notons que la complexit�e rectangulaire est born�ee si et seulement si le r�eseau

des vecteurs de p�eriodicit�e est de rang 2. Comment caract�eriser alors le fait qu'il
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existe au moins un vecteur de p�eridodicit�e non nul ? Rappelons la conjecture

suivante.

Conjecture 1 Soit U(m;n)

(m;n)2Z

2 une suite double et soit P (m;n) sa fonc-

tion de complexit�e rectangulaire. S'il existe (m

0

; n

0

) tel que

P (m

0

; n

0

) � m

0

n

0

;

alors la suite double U est p�eriodique.

Sanders et Tijdeman ont prouv�e la conjecture dans [17] pour des facteurs de

taille (2; n) ou (n; 2) : s'il existe n tel que P (2; n) � 2n ou P (n; 2) � 2n, alors

la suite est p�eriodique. Notons qu'une conjecture plus g�en�erale est �enonc�ee

dans [15, 16, 17], en �etendant la notion de complexit�e. Un contre-exemple �a la

conjecture analogue pour des suites k-dimensionnelles, avec k � 3, est donn�e

dans [16]. Epifanio, Koskas et Mignosi montrent de plus dans [8] une version

a�aiblie de la conjecture : s'il existe (m

0

; n

0

) tel que P (m

0

; n

0

) � �m

0

n

0

, avec

� = 1=100; alors la suite est p�eriodique. Le cas limite mn + 1 a �et�e �etudi�e en

d�etails par Cassaigne dans [6].

On voit ais�ement que s'il existe deux entiers positifs m

0

; n

0

tels que

P (m

0

; n

0

) < m

0

+ n

0

+ d� 2;

pour une suite double d�e�nie sur un alphabet de cardinal d, alors cette suite

est p�eriodique, soit par rapport aux lignes, soit par rapport aux colonnes, c'est-

�a-dire que l'un des vecteurs (1; 0) ou (0; 1) est un vecteur de p�eriodicit�e [14].

Il su�t pour obtenir ce r�esultat de calquer la preuve du cas unidimensionnel.

Nous �etudions le cas limite de la complexit�e m+ n dans la partie 4.3.

3.3 Une condition sur le langage en ligne

Le but de ce paragraphe est d'�enoncer des conditions qui impliquent la

propri�et�e suivante sur le langage en ligne L

l

de la suite double U :

9� 62 Q tel que L

l

= L

�

; (1)

avec L

�

d�e�ni dans la d�e�nition 1.

Lemme 3 Soit U suite double �x�ee. Les conditions suivantes sont �equivalentes :

1. il existe � 62 Q tel que L

l

= L

�

;

2. chaque ligne est une suite sturmienne d'angle �;

3. il existe une ligne qui est sturmienne d'angle �, et 8m; P (m; 1) = m+1:
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Preuve Rappelons qu'une suite sturmienne est uniform�ement r�ecurrente

(tout facteur apparâ�t in�niment souvent et �a lacunes born�ees). Comme une

suite sturmienne est de plus non p�eriodique, il n'existe pas de puissances arbi-

trairement grandes d'un même facteur. Supposons que le langage d'une ligne

soit strictement inclus dans L

l

. Cette ligne poss�ede alors au plus n facteurs de

taille n, pour un certain entier n. Elle est donc purement p�eriodique, ce qui

contredit l'uniforme r�ecurrence.

Lemme 4 On consid�ere une suite double U dont la fonction de complexit�e

satisfait P (m; 1) = m + 1, pour tout m. Si la suite U satisfait l'une ou l'autre

des deux conditions suivantes, �a savoir,

1. la suite U est uniform�ement r�ecurrente,

2. la suite U admet soit une ligne, soit une colonne, non ultimement p�erio-

dique,

alors il existe � 62 Q tel que L

l

= L

�

:

Preuve

1. Supposons la suite U uniform�ement r�ecurrente. Montrons que toute suite

u associ�ee au langage L

l

selon le lemme 2 (c'est-�a-dire telle que L

u

= L

l

)

est r�ecurrente. Supposons au contraire que L

l

soit le langage d'une suite

non r�ecurrente. Il existe alorsW

m

2 L(m; 1) facteur de longueur m tel que

W

m

XW

m

62 L

l

, pour tout mot X . Il existe N(m) tel que tout facteur de

taille (N(m); N(m)) contienne W

m

, par r�ecurrence uniforme. Consid�erons

les lignes d'indice 1; 2; : : : ; N(m). Il existe k

m

tel que W

m

n'apparaisse

plus dans les lignes d'indice 1 �a N(m), pour un indice de colonne plus

grand que k

m

. Il su�t de consid�erer une fenêtre rectangulaire de taille

(N(m); N(m)) plac�ee �a l'indice de ligne 1 et �a un indice de colonne plus

grand que k

m

, pour obtenir une contradiction.

Par cons�equent, d'apr�es le th�eor�eme 2, il existe � irrationnel tel que L

l

=

L

�

.

2. Nous allons raisonner par l'absurde. Supposons que la suite U admet soit

une ligne, soit une colonne, non ultimement p�eriodique. Il su�t de rai-

sonner sur les lignes par sym�etrie. On suppose qu'il existe une ligne non

ultimement p�eriodique �a droite. Soit i son indice de ligne. Consid�erons

la suite unidirectionelle (u(m; i))

m2N

. Cette suite est non ultimement p�e-

riodique par hypoth�ese (donc sa fonction de complexit�e p satisfait : 8m,

p(m) � m + 1) et son langage que l'on note L

i

est inclus dans L

l

(par

cons�equent 8m, p(m) � m+ 1). On a donc : 8m, p(m) = m+ 1, L

i

= L

l

,

et d'apr�es le th�eor�eme 1, il existe � 62 Q tel que L

l

= L

�

:

Remarque Consid�erons la suite double d�e�nie par U(m;n) = 1, si m = n = 0

et U(m;n) = 0 sinon. On a alors : 8(m;n), P (m;n) = mn + 1. On voit que la

seule condition 8m, P (m; 1) = m+ 1, n'implique pas la r�ecurrence uniforme.
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De même, si l'on a�aiblit l'hypoth�ese de r�ecurrence uniforme en la rem-

pla�cant par la simple hypoth�ese de r�ecurrence, on peut construire un exemple

de suite dont le langage en ligne L

l

ne satisfait pas la condition (1). Nous al-

lons construire une suite double U r�ecurrente dont les lignes sont de la forme

� � �0001000 � � �, c'est-�a-dire L

l

= 0

�

10

�

[ 0

�

:

Comme nous travaillons sur une suite double U dont les lignes sont des suites

de la forme � � �0001000 � � � ; il su�t pour d�e�nir U , de donner pour chaque ligne,

la position de la lettre 1. Nous allons construire la suite U par r�ecurrence.

On place sur la premi�ere ligne un 1 en position (0; 0): A�n d'avoir une

occurrence de la lettre 1 dans chacun des quatre quadrants d'origine (0; 0),

on place quatre suites � � �0001000 � � �, avec les 1 en positions (1; 1); (�1; 2);

(�1;�1) et (1;�2):

On vient de construire le facteur

w

1

=

1 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

0 0 1

centr�e en (0; 0):

On d�e�nit par r�ecurrence le facteur de taille (3

i+1

; 5

i+1

)

w

i+1

=

w

i

0

i

0

i

0

i

0

i

w

i

0

i

w

i

0

i

w

i

0

i

0

i

0

i

0

i

w

i

;

0

i

�etant un facteur de la même taille que w

i

(c'est-�a-dire de taille (3

i

; 5

i

)):

Notons qu'une autre fa�con de d�e�nir les facteurs w

i

consiste �a consid�erer la

substitution suivante :

�(1) =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

0 0 1

; �(0) =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

:

On a w

i

= �

i

(1):

On d�e�nit alors la suite U comme la suite dont les facteurs centr�es en (0; 0)

de taille (3

i

; 5

i

) sont les facteurs w

i

.

On v�eri�e ais�ement qu'il existe un et un seul 1 par ligne. Montrons de plus

que la suite U est r�ecurrente. Soit W un facteur de la suite U et soit (m;n) un

point de Z

2

: Par construction, il existe i assez grand pour que W soit facteur

de w

i

et pour que

3

i

�1

2

� sup(jmj; jnj): Si maintenant l'on consid�ere le facteur

w

i+1

, alors w

i

(et donc W ) apparâ�t dans chacun des quatre quadrants d'origine

(m;n).
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Notons que la condition (1) appliqu�ee aux lignes et aux colonnes implique

que l'angle associ�e est alors le même.

Lemme 5 Soit U une suite double. Soit L

c

le langage des facteurs qui appa-

raissent en colonne :

L

c

=

[

n�1

L(1; n):

Supposons que la condition (1) s'applique aussi bien aux lignes qu'aux colonnes,

c'est-�a-dire :

il existe � 62 Q tel que L

l

= L

�

;

il existe � 62 Q tel que L

c

= L

�

:

On a alors � = �:

Preuve Il su�t pour cela de consid�erer la fr�equence f(0) d'apparition de la

lettre 0 : cette fr�equence est d�e�nie comme la limite, si elle existe, du nombre

d'occurrences de la lettre 0 dans le facteur \central" carr�e de la suite de taille

(2n+ 1; 2n+ 1)

U

�n;n

: : : U

n;n

.

.

.

.

.

.

U

�n;�n

: : : U

n;�n

;

divis�e par (2n+1)

2

. Or, pour tout intervalle �x�e I du cerle unit�e, la convergence

quand n tend vers +1 de

Cardf�n � i � n; i�+ � 2 Ig

2n+ 1

vers la longueur de I est uniforme en � (en d'autres termes, une rotation irra-

tionnelle est uniquement ergodique). Par cons�equent, on en d�eduit que la

fr�equence de la lettre 0 existe et vaut �, en comptant le nombre d'occurrences

de la lettre 0 par ligne. En appliquant le même raisonnement aux colonnes, on

obtient � = �.

Remarque R. Tijdeman a montr�e [22] de mani�ere combinatoire qu'une suite

satisfaisant les conditions du lemme 5, par exemple une suite uniform�ement

r�ecurrente telle que P (m; 1) = P (1; m) = m+ 1, pour tout m, satisfait alors :

soit

8(m;n); U(m;n) = U(m+ n; 0);

soit

8(m;n); U(m;n) = U(m� n; 0);

c'est-�a-dire qu'il s'agit d'une suite sturmienne que l'on a d�ecal�e d'un cran de

ligne en ligne. Une telle suite a donc pour complexit�e m+ n. Nous reviendrons

sur cette fonction de complexit�e au paragraphe 4.3.
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3.4 Facteurs et intervalles

Nous supposerons dans tout ce paragraphe que nous sommes dans les condi-

tions �etudi�ees pr�ec�edemment, c'est-�a-dire qu'il existe � 62 Q tel que L

l

= L

�

, et

donc que chaque suite en ligne de la suite double U est une suite sturmienne

d'angle �.

Le but de ce paragraphe est de montrer qu'il existe une bijection entre

l'ensemble des facteurs de taille donn�ee (su�samment grande) qui apparaissent

in�niment souvent dans la suite double U avec un indice en ligne �x�e, et une

partition en intervalles du cercle unit�e. Cette �etude est analogue �a l'�etude clas-

sique faite dans le cas des suites sturmiennes (lemme 1), ou plus g�en�eralement,

des codages de rotations (voir par exemple [1, 2, 4, 11]). Une di�cult�e sup-

pl�ementaire apparâ�t du fait que l'on code l'itin�eraire des rotations selon des

partitions en intervalles semi-ouverts qui sont �eventuellement di��erentes d'une

ligne �a l'autre. Nous allons travailler dans un premier temps avec les lignes prises

deux �a deux. Nous g�en�eraliserons ensuite les r�esultats obtenus �a des facteurs de

taille quelconque.

D�e�nition 5 On note I

i

0

l'intervalle [0; 1� �[ ou ]0; 1 � �] qui code la suite

en ligne d'indice i. On d�e�nit alors I

i

1

comme le compl�ementaire de I

i

0

dans le

cercle unit�e.

Pour toute ligne d'indice i, soit �

i

tel que l'on ait

8m 2Z; (U(m; i) = 0() m�+ �

i

2 I

i

0

):

Pour tout i 2Z, on pose de plus �

i

= �

i+1

� �

i

:

On consid�ere un entier i �x�e. Soit L

i

(m; 2) l'ensemble des facteurs rectan-

gulaires de taille (m; 2) dont l'indice d'occurrence en ligne est i.

Lemme 6 Un facteur rectangulaireW =

w

1

: : : w

m

v

1

: : : v

m

apparâ�t dans la suite

double U avec un indice de ligne i et de colonne k si et seulement si

�

i

+ k� 2 I

i

(W ) := (

\

1�j�m

R

�j+1

�

I

i

v

j

)

\

(

\

1�j�m

R

��

i

R

�j+1

�

I

i+1

w

j

):

Soient I

0

=]0; 1��[ et I

1

=]1��; 1[:Un facteur rectangulaireW =

w

1

: : : w

m

v

1

: : : v

m

apparâ�t in�niment souvent dans la suite double U avec un indice de ligne i si

et seulement si

I

0

i

(W ) := (

\

0�j�m�1

R

�j+1

�

I

v

j

)

\

(

\

0�j�m�1

R

�j+1

�

R

��

i

I

w

j

) 6= ;:

Il existe de plus un entier m

0

qui ne d�epend que de � (et qui ne d�epend donc

pas de l'indice i), tel que pour m � m

0

, les ensembles I

i

(W ) et I

0

i

(W ) sont des

intervalles.
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Preuve Soit W =

w

1

: : : w

m

v

1

: : : v

m

un facteur et soit (k; i) un indice d'occur-

rence pour ce facteur. On a alors

�

i

+ k� 2

\

1�j�m

R

�j+1

�

I

i

v

j

;

et de même

�

i+1

+ k� = �

i

+ �

i

+ k� 2

\

1�j�m

R

�j+1

�

I

i+1

w

j

:

Par cons�equent

�

i

+ k� 2 I

i

(W ) := (

\

1�j�m

R

�j+1

�

I

i

v

j

)

\

(

\

1�j�m

R

��

i

R

�j+1

�

I

i+1

w

j

):

On a donc montr�e que si W est facteur, alors I

i

(W ) 6= ;:

Reprenons les notations du lemme 1. Soit I

i

v

1

:::v

n

=

T

1�j�m

R

�j+1

�

I

i

v

j

et

I

i+1

w

1

:::w

n

=

T

1�j�m

R

�j+1

�

I

i+1

w

j

: Notons que l'on a alors

I

i

(W ) = I

i

v

1

:::v

n

\

R

��

i

I

i+1

w

1

:::w

n

:

R�eciproquement, soitW =

w

1

: : : w

m

v

1

: : : v

m

bloc rectangulaire de taille (m; 2)

d�e�ni sur l'alphabet f0; 1g. Deux situations peuvent se pr�esenter, selon que les

partitions (I

i

0

; I

i

1

) et (I

i+1

0

; I

i+1

1

) (correspondant aux suites sturmiennes d'indices

i et i+ 1 en ligne) sont les mêmes ou non.

{ Supposons que ces partitions soient les mêmes. On a alors, avec les no-

tations du lemme 6, I

0

i

(W ) 6= ; si et seulement si I

i

(W ) 6= ;. Supposons

I

i

(W ) 6= ;: Par densit�e de la suite (k�)

k2N

(� 62 Q), il existe k tel que

�

i

+ k� 2 I

i

(W ): Par cons�equent, W 2 L

i

(m; 2): On a donc montr�e que

W 2 L

i

(m; 2) si et seulement si I

0

i

(W ) 6= ;:

Notons de plus, que si W 2 L

i

(m; 2), alorsW apparâ�t in�niment souvent

�a l'indice de ligne i.

{ Supposons maintenant que les partitions ne soient pas les mêmes. On

peut alors �eventuellement avoir I

i

(W ) r�eduit �a un point. Cela ne peut se

produire que si les intervalles semi-ouverts I

i

v

1

:::v

n

et R

��

i

(I

i+1

w

1

:::w

n

) (d�e�nis

dans le lemme 1) qui sont alors de sens d'ouverture contraires, ont une

extr�emit�e commune. Cette extr�emit�e est de la forme �l

i

�, avec 0 � l

i

� n.

De plus, cette extr�emit�e ne correspond �a un facteur, que si �

i

2 Z+ �Z;

ce facteur apparâ�t alors (avec un indice de ligne i) �a l'unique indice k

i

de colonne tel que

�

i

+ k

i

� = �l

i

� modulo 1:

Par cons�equent, si �

i

2 Z+ �Z, on a encore �equivalence entre W est

facteur et I

i

(W ) 6= ;.
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Dans le cas o�u �

i

62 Z+ �Z, on n'a plus �equivalence entre W est facteur

et I

i

(W ) 6= ;. Seule l'implication suivante subsiste : si W est facteur alors

I

i

(W ) est non vide, et dans ce cas, W apparâ�t une et une seule fois �a

l'indice de ligne i.

N�eanmoins, si I

0

i

(W ) 6= ;, alorsW apparâ�t in�niment souvent �a un indice

de ligne �egal �a i, toujours par un argument de densit�e.

Il reste �a montrer que les ensembles I

i

(W ) sont connexes pour m assez

grand. Pour tout m, les m + 1 ensembles de la forme I

i

v

1

:::v

m

, avec v

1

: : : v

m

facteur, sont connexes (lemme 1). Il en va de même pour les m+ 1 ensembles

de la forme I

i+1

w

1

:::w

m

. On a I

i

(W ) = I

i

v

1

:::v

m

\R

��

i

I

i+1

w

1

:::w

m

. Il existe un entier m

0

tel que pour m � m

0

, la plus grande des longueurs de chacun de ces intervalles,

not�ee �

m

, satisfait �

m

< 1=2. Cet entier m

0

ne d�epend pas de i et peut être

exprim�e explicitement en fonction du d�eveloppement en fraction continue de �

(voir par exemple [2]). Or si l'intersection de deux intervalles I et J du cercle

unit�e est non connexe, alors la somme des longueurs de ces deux intervalles est

sup�erieure �a 1: Les ensembles I

i

(W ) sont donc connexes. Il en est de même pour

les ensembles I

0

i

(W ).

Par cons�equent on obtient une description de l'ensemble des facteurs rec-

tangulaires de taille (m; 2) en termes de partition �nie du cercle unit�e en inter-

valles. Ceci nous permettra donc d'�evaluer la fonction de complexit�e P (m; 2)

d'une suite double satisfaisant la condition (1).

Plus g�en�eralement, on montre de mani�ere analogue le lemme suivant pour

les facteurs de taille quelconque.

Lemme 7 Un facteur rectangulaire W = [w

j;l

]

1�j�m;1�l�n

apparâ�t dans la

suite double U �a un indice de ligne i si et seulement s'il existe k 2Ztel que

�

i

+ k� 2 I

i

(W ) := (

\

1�j�m;0�l�n�1

R

�j+1

�

R

�

l+i

��

i

I

l

w

j;l

)

Soient I

0

= ]0; 1� �[ et I

1

= ]1� �; 1[: Un facteur rectangulaire W = [w

j;l

]

apparâ�t in�niment souvent dans la suite double U avec un indice de ligne i si

et seulement si

I

0

i

(W ) := (

\

1�j�m;0�l�n�1

R

�j+1

�

R

�

l+i

��

i

I

w

j;l

) 6= ;:

De plus, les ensembles I

i

(W ) et I

0

i

(W ) sont des intervalles, pour m assez

grand.

4 Complexit�e et repr�esentation g�eom�etrique

Le but de ce paragraphe est d'une part de montrer quelles fonctions de

complexit�e sont r�ealisables sous la condition (1) (�enonc�ee au paragraphe 3.3), et

d'autre part de donner une repr�esentation g�eom�etrique pour certaines suites de

basse complexit�e. Nous �enoncerons dans le paragraphe 4.1 les r�esultats obtenus.

Les paragraphes 4.2 et 4.3 contiennent les preuves correspondantes.
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4.1

�

Enonc�e des r�esultats

Nous allons montrer qu'une �etude pr�ecise du langage des facteurs de taille

(m; 2) dans le cas o�u P (m; 2) � 2m+ 2, pour m assez grand, permet de carac-

t�eriser les fonctions de complexit�e compatibles avec la condition (1). On a, plus

pr�ecis�ement, le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 3 Soit U suite double index�ee par Z

2

, satisfaisant les conditions

suivantes :

1. il existe � 62 Q tel que L

l

= L

�

(condition (1));

2. P (m; 2) � 2m+ 2, pour m assez grand.

Alors, ou la suite U est p�eriodique, ou bien sa fonction de complexit�e satisfait

9m

1

; 8m � m

1

; P (m;n) = mn+ n:

Rappelons que s'il existe m tel que P (m; 2) � 2m, alors la suite est p�eriodique

[17].

On d�eduit de ce th�eor�eme et du lemme 4, le r�esultat d'impossibilit�e suivant

pour une suite uniform�ement r�ecurrente.

Corollaire 1 Il n'existe pas de suite uniform�ement r�ecurrente telle que

8(m;n); P (m;n) = mn+ 1

ou telle que

8(m;n); P (m;n) = mn+min(m;n):

Le cas des suites de complexit�e mn + 1 a �egalement �et�e trait�e dans [6] par

une approche purement combinatoire.

Au cours de la preuve du th�eor�eme 3 (paragraphe 4.2), nous serons amen�es �a

d�emontrer le r�esultat suivant de caract�erisation des suites de complexit�e mn+n

satisfaisant la condition (1).

Th�eor�eme 4 Soit U suite uniform�ement r�ecurrente de complexit�e mn+n,

pour m assez grand, d�e�nie sur f0; 1g. Il existe alors (�; �) 2 R

2

, tel que 1, �,

� sont rationellement ind�ependants, il existe � 2 R tels que l'on ait :

soit

8(m;n); (U

m;n

= 0() m� + n� + � 2 [0; 1� �[);

soit

8(m;n); (U

m;n

= 0() m�+ n� + � 2 ]0; 1� �]):

Soit U suite non uniform�ement r�ecurrente d�e�nie sur f0; 1g, de com-

plexit�e mn+n, pour m assez grand, et satisfaisant la condition (1) (9� 62 Q tel

que L

l

= L

�

). Reprenons les notations de la d�e�nition 5. Il existe alors � 2 R,

k; i

0

2Ztels que l'on ait

8(m;n); (U

m;n

= 0() (m+ k(n� 1))�+ � 2 I

n

0

);

avec : 8i < i

0

; 8j < i

0

; I

i

0

= I

j

0

; 8i � i

0

; 8j � i

0

; I

i

0

= I

j

0

et I

i

0

0

6= I

i

0

�1

0

:
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On trouve d'une part des suites uniform�ement r�ecurrentes correspondant �a des

suites sturmiennes en ligne d'angle � dont les di��erences entre deux points de

d�epart �

i

cons�ecutifs sont �egales �a un r�eel �, tel que 1, �, � sont rationnellement

ind�ependants (8i; �

i+1

��

i

= �). On obtient d'autre part des suites sturmiennes

en ligne d'angle � dont les di��erences entre deux points de d�epart �

i

cons�ecutifs

sont �egales �a un multiple de �, mais les partitions (I

0

i

; I

1

i

) d�e�nissant les suites

sturmiennes en ligne sont invers�ees �a partir d'un certain indice de ligne. No-

tons qu'en aucun cas on n'obtient de suites p�eriodiques. On trouve donc deux

situations extrêmes : dans un cas, on a des suites r�eguli�erement \perturb�ees"

de ligne en ligne; dans l'autre cas, on a des suites a priori de complexit�e m+ n

perturb�ees par le changement de sens de la partition, on passe alors �a une com-

plexit�e �egale �a mn+n. L'exemple suivant montre de plus qu'il existe des suites

de complexit�e mn+ n ne satisfaisant pas la condition (1) :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : :00000000000000000 : : :

: : :00000000000000000 : : :

: : :11111111100000000 : : :

: : :00000000011111111 : : :

: : :00000000000000000 : : :

: : :00000000000000000 : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

La preuve des th�eor�emes 3 et 4 repose sur l'�etude des lignes prises cons�ecu-

tivement 2 �a 2. Nous montrons qu'une contrainte sur le langage en ligne puis

sur la complexit�e P (m; 2) su�t �a caract�eriser les suites non p�eriodiques.

En�n, nous montrons �egalement de mani�ere purement combinatoire dans le

paragraphe 4.3 que les suites de complexit�e m + n sont obtenues en d�ecalant

d'un cran de ligne en ligne une suite donn�ee de complexit�e n+ 1.

Th�eor�eme 5 Une suite double U = (U(m;n))

(m;n)2Z

2 a pour fonction de com-

plexit�e m+n si et seulement s'il existe une suite u (d�e�nie sur Z) de complexit�e

n+ 1 telle que

soit

8(m;n); U(m;n) = u(m+ n);

soit

8(m;n); U(m;n) = u(m� n):

4.2 Preuve des th�eor�emes 3 et 4

Soit U suite double telle qu'il existe � irrationnel pour lequel L

l

= L

�

et

telle que P (m; 2) � 2m+ 2; pour m assez grand. Reprenons les notations de la

d�e�nition 5. Pour toute ligne d'indice i, il existe �

i

tel que l'on ait

8m 2Z; (U(m; i) = 0() m�+ �

i

2 I

i

0

):

Rappelons que I

i

0

= [0; 1��[ ou ]0; 1��]. Pour tout i 2Z, on pose �

i

= �

i+1

��

i

:

Nous allons consid�erer, dans un premier temps, le cas o�u pour tout i, �

i

2

Z+ �Zpuis, dans un second temps, le cas o�u il existe i tel que �

i

62Z+ �Z.
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Premier cas : 8i; �

i

2Z+ �Z.

�

A i �x�e, soit k

i

l'unique entier relatif tel que

�

i

= k

i

� modulo 1: Soit L

i

(m; 2) l'ensemble des facteurs rectangulaires de taille

(m; 2) dont l'indice d'occurrence en ligne est i et L

0

i

(m; 2) l'ensemble des facteurs

rectangulaires de taille (m; 2) qui apparaissent in�niment souvent avec un indice

d'occurrence en ligne i. Selon le lemme 6, le blocW =

w

1

: : : w

m

v

1

: : : v

m

2 L

0

i

(m; 2)

si et seulement si I

0

i

(W ) 6= ;, avec

I

0

i

(W ) = (

\

1�j�m

R

�j+1

�

I

v

j

)

\

(

\

1�j�m

R

�k

i

�

R

�j+1

�

I

w

j

):

Il existe de plus m

0

(ne d�ependant que de � et non de i) tel que les ensembles

I

0

i

(W ) sont connexes pour m � m

0

. Supposons m � m

0

et m � jk

i

j � 1. On

voit alors qu'il y a autant de facteurs dans L

0

i

(m; 2) que d'intervalles du cercle

unit�e partitionn�e par les points

�j�; avec 0 � j � m+ k

i

; si k

i

� 0

(respectivement, par les points

�j�; avec � k

i

� j � m� k

i

; si k

i

� 0):

On a donc

8i 2Z; 8m � sup(jk

i

j � 1; m

0

); Card(L

0

i

(m; 2)) = m+ jk

i

j+ 1:

Le traitement de ce premier cas (8i; �

i

2 � + �Z) se d�ecompose alors �a son

tour en deux �etapes. Nous allons montrer dans un premier temps que k

i

= k

j

,

pour tout (i; j). Dans un second temps, nous prendrons en compte le fait que

les sens d'ouverture des intervalles des partitions (I

i

0

; I

i

1

) et (I

i+1

0

; I

i+1

1

) di��erent

ou non.

Premi�ere �etape Nous allons montrer que k

i

= k

j

, pour tout (i; j) 2 Z

2

.

Pour cela, nous allons utiliser la r�ecurrence uniforme du langage sturmien L

�

correspondant aux suites sturmiennes d'angle � (L

�

= L

l

) pour montrer que si

k

i

6= k

j

, il existe alors m arbitrairement grand tel que

L

0

i

(m; 2)\ L

0

j

(m; 2) = ;;

ce qui implique, pour m assez grand :

Card(L

0

i

(m; 2)[ L

0

j

(m; 2)) = 2m+ jk

i

j+ jk

j

j+ 2:

Comme, pour m assez grand :

Card(L

0

i

(m; 2)[ L

0

j

(m; 2))� Card(L

i

(m; 2)[ L

j

(m; 2)) � P (m; 2) � 2m+ 2;

on en d�eduira la contradiction souhait�ee.

Supposons k

i

6= k

j

et L

0

i

(m; 2)\ L

0

j

(m; 2) 6= ;, avec m � sup(jk

i

j+ 1; jk

j

j+

1; m

0

): Soit W 2 L

0

i

(m; 2)\ L

0

j

(m; 2). On pose W =

w

1

: : : w

m

v

1

: : : v

m

:
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Supposons k

i

� 0. On a donc

I

v

1

:::v

m

\

R

�k

i

�

I

w

1

:::w

n

6= ;;

avec

I

v

1

:::v

m

=

\

0�j�m�1

R

�j

�

I

v

j+1

; I

w

1

:::w

m

=

\

0�j�m�1

R

�j

�

I

w

j+1

:

On a en particulier, comme m � k

i

+ 1 :

R

�k

i

�

I

v

k

i

+1

\

R

�k

i

�

I

w

1

6= ;;

ce qui implique

w

1

= v

k

i

+1

;

et de même

w

2

= v

k

i

+2

; : : : ; w

m�k

i

= v

m

:

Le raisonnement est analogue si k

i

� 0: On a alors

v

1

= w

�k

i

+1

; : : : ; v

m+k

i

= w

m

:

On a en d�e�nitive

v

l+k

i

= w

l

; pour 1 � l; l+ k

i

� m;

de même

v

l+k

j

= w

l

; pour 1 � l; l+ k

j

� m;

et donc

v

l+k

i

= v

l+k

j

; pour 1 � l; l+ k

j

; l+ k

i

� m:

Soit k = jk

i

� k

j

j. Le facteur v

1

: : :v

m

admet donc k comme p�eriode. Or le lan-

gage sturmien L

�

est uniform�ement r�ecurrent. Cela implique qu'il n'existe pas

de puissance arbitrairement grande d'un facteur donn�e, et donc qu'il n'existe

pas de facteur arbitrairement long de p�eriode donn�ee. Par cons�equent, la condi-

tion

v

l+k

i

= v

l+k

j

; pour 1 � l; l+ k

j

; l+ k

i

� m

ne peut être r�ealis�ee pour m assez grand.

On a donc montr�e que k

i

= k

j

, pour tout (i; j) 2 Z

2

. Soit k cette valeur

commune. La suite U satisfait alors :

8(i; j) 2Z

2

; (U(j; i) = l() j�+ i(k�) + �

0

2 I

i

l

):
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Deuxi�eme �etape Nous allons prendre en compte maintenant le sens d'ou-

verture des intervalles des partitions (I

i

0

; I

i

1

).

Supposons que pour tout i; j, on ait : I

i

0

= I

j

0

. La suite admet alors le

vecteur (�k; 1) comme vecteur de p�eriodicit�e. Comme �

i

= �

0

+ i�, pour tout

i, si �

0

62Z+�Z, on peut �egalement supposer que pour tout i; j, on a : I

i

0

= I

j

0

.

Il reste �a consid�erer le cas o�u �

0

2Z+ �Zet o�u il existe un entier i tel que

I

i

0

6= I

i+1

0

. Montrons qu'il existe au plus un tel entier. Supposons au contraire

qu'il existe i 6= i

0

tels que I

i

0

6= I

i+1

0

, I

i

0

6= I

i

0

0

et I

i

0

0

6= I

i

0

+1

0

. Montrons qu'il existe

alors m arbitrairement grand tel que P (m; 2) > 2m+ 2; ce qui nous donnera la

contradiction cherch�ee.

On a vu que pour m assez grand (m � sup(m

0

; jkj � 1)), on a

Card(L

0

l

(m; 2)) = m+ jkj+ 1:

On suppose d�esormais m � sup(m

0

; jkj � 1).

Il reste �a minorer le nombre de facteurs W =

w

1

: : : w

m

v

1

: : : v

m

de L

i

(m; 2)�

L

0

i

(m; 2) : ce sont les facteurs pour lesquels I

i

v

1

:::v

n

T

R

�k

�

I

i+1

w

1

:::w

n

est r�eduit �a un

point et pour lesquels il existe un indice de colonne c tel que

f�

i

+ c�g = I

i

v

1

:::v

n

\

R

�k

�

I

i+1

w

1

:::w

n

:

On note pour 0 � j � m, I

+

�j�

(respectivement I

�

�j�

) l'unique intervalle d'ex-

trêmit�e gauche (respectivement droite) �j�, dans la partition du cercle unit�e

orient�e par les points �j�, 0 � j � m, correspondant aux facteurs de L

�

de

longueur m (voir le lemme 1).

Supposons sans perte de g�en�eralit�e que I

i

0

= [0; 1� �[: L'ensemble I

i

v

1

:::v

n

T

R

�k

�

I

i+1

w

1

:::w

n

est r�eduit �a un point si et seulement s'il existe j tel que

I

i

v

1

:::v

m

= I

+

�j�

et I

i+1

w

1

:::w

m

= I

�

(�j+k)�

;

avec 0 � j � m et 0 � j � k � m; c'est-�a-dire k � j � m (si k � 0) et

0 � j � k + m (si k � 0). On obtient donc m � jkj + 1 tels facteurs. Par

cons�equent, on a

Card(L

i

(m; 2)� L

0

i

(m; 2)) = m� jkj+ 1:

On a de même : Card(L

i

0

(m; 2)� L

0

i

0

(m; 2)) = m� jkj+ 1: Or on v�eri�e que si

I

+

�j�

= I

�

�j

0

�

(avec 0 � j; j

0

� m), alors I

�

(�j+k)�

6= I

+

(�j

0

+k)�

; on a donc :

(L

i

(m; 2)� L

0

i

(m; 2))\ (L

i

0

(m; 2)� L

0

i

0

(m; 2)) = ;:

Par cons�equent, on a pour m assez grand

P (m; 2) � 3m� jkj+ 3 > 2m+ 2;

ce qui nous donne la contradiction cherch�ee.

Il existe donc un unique indice de ligne i pour lequel la partition change.

Supposons sans perte de g�en�eralit�e que i = 0. Calculons alors P (m;n). D'apr�es
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le lemme 7, pour m assez grand, les ensembles I

0

i

(W ) sont des intervalles; on

suppose donc dans ce qui suit m assez grand pour que cette condition soit

r�ealis�ee; on a de plus

I

0

i

(W ) =

\

1�j�m;1�l�n

R

�j+1�k(l�1)

�

I

w

j;l

;

pour W = [w

j;l

] facteur de taille (m;n) apparaissant in�niment souvent �a l'in-

dice de ligne i. Il y a donc autant de facteurs dans L

0

i

(m;n) que de points de

la forme (�j � k(l � 1))�, avec 0 � j � m, 1 � l � n. Supposons de plus

m � jkj � 1. On a donc

Card(L

0

i

(m;n)) = m+ jkj(n� 1) + 1:

Il reste �a compter le nombre de facteurs W pour lesquels I

i

(W ) est r�eduit

�a un point. Ceci ne se produit que si W apparâ�t �a un indice de ligne i, avec

�(n� 2) � i � 0. Fixons un tel indice i. On a

I

i

(W ) = (

\

1�j�m;1�l��i+1

R

�j+1�k(l�1)

�

I

l

w

j;l

)

\

: : :

: : :(

\

1�j�m;�i+2�l�n

R

�j+1�k(l�1)

�

I

l

w

j;l

):

Soit P

(1)

i

la partition par les points (�j � k(l� 1))�, avec 0 � j � m, 1 � l �

�i+ 1 et soit P

(2)

i

la partition par les points (�j � k(l� 1))�, avec 0 � j � m,

�i + 2 � l � n; I

i

(W ) est l'intersection d'un intervalle de la partition P

(1)

i

et

d'un intervalle de la partition P

(2)

i

. Ceci implique que I

i

(W ) est r�eduit �a un

point si et seulement si I

i

(W ) est �egal �a un point commun aux deux partitions :

or il existe m� jkj+ 1 points communs. On obtient donc (n� 1)(m� jkj+ 1)

tels facteurs, en consid�erant les n� 1 indices de ligne possibles, d'o�u

Card(L

i

(m;n)� L

0

i

(m;n)) = (n� 1)(m� jkj+ 1):

Par cons�equent, on a pour m assez grand

P (m;n) = m+ jkj(n� 1) + 1+ (n� 1)(m� jkj+ 1) = mn+ n:

Notons que la suite U est alors non r�ecurrente, puisqu'un facteur W tel que

I

i

(W ) est r�eduit �a un point n'a qu'un nombre �ni d'occurrences.

On a donc montr�e que si, pour tout i, �

i

2 Z+ �Z, alors la suite est soit

p�eriodique, soit a une fonction de complexit�e qui satisfait :

9m

1

; 8m � m

1

; P (m;n) = mn+ n:
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Deuxi�eme cas : 9i; �

i

62Z+ �Z. Soit donc i tel que �

i

62Z+ �Z.

Montrons que l'on a Card(L

i

(m; 2)) = 2m+2, pour toutm. On a vu (lemme

6) queW apparâ�t dans la suite double U avec un indice de ligne i si et seulement

si

I

0

i

(W ) := (

\

1�j�m

R

�j+1

�

I

v

j

)

\

(

\

1�j�m

R

��

i

R

�j+1

�

I

w

j

)

est non vide. Les ensembles I

0

i

(W ) (qui sont non vides) sont de plus connexes

pour m assez grand.

On peut donc �evaluer le nombre de facteurs de W 2 L

i

(m; 2)(= L

0

i

(m; 2)):

Il y en a en e�et autant que d'intervalles de la partition du cercle unit�e par les

points �j�, �l�� �, avec 0 � j; l � m, soit 2m+ 2 facteurs.

Nous allons montrer que �

j

= �

i

modulo 1, pour tout j. Supposons au

contraire qu'il existe �

j

6= �

i

. On note d(��

i

;��

j

) la distance de ��

i

�a ��

j

sur le cercle unit�e unit�e orient�e.

Soit �

m

la plus grande des (trois) longueurs obtenues quand on place sur le

cercle unit�e les points �j�, pour 0 � j � m, correspondant aux m+1 intervalles

de longueur m du langage sturmien L

�

= L

l

(lemme 1). Soit P

m

la partition

ainsi obtenue. On suppose m assez grand pour que �

m

< 1=2 et

inffd(��

i

;��

j

); d(��

i

;��

j

)g > 2�

m

:

Soit v

1

: : : v

m

le facteur de longueur m de L

�

tel que l'intervalle de la parti-

tion P

m

associ�e �a I

v

1

:::v

m

contienne ��

i

. Comme �

i

62 �Z+Z, ��

i

appartient

�a l'int�erieur de I

v

1

:::v

m

. Soit w

1

: : :w

m

le facteur associ�e �a l'intervalle I

+

0

de P

m

d'extr�emit�e gauche 0. On a alors

I

v

1

:::v

m

\

R

��

i

I

w

1

:::w

m

6= ;;

ce qui implique que le facteurW =

w

1

: : : w

m

v

1

: : : v

m

apparâ�t �a un indice de ligne

�egal �a i. On a I

v

1

:::v

m

� [��

i

��

m

;��

i

+�

m

] et R

��

j

I

w

1

:::w

m

� [��

j

;��

j

+�

m

]:

Or par hypoth�ese

[��

j

;��

j

+ �

m

] \ [��

i

� �

m

;��

i

+ �

m

] = ;:

Par cons�equent, I

v

1

:::v

m

\ R

��

j

I

w

1

:::w

m

= ;; et W 62 L

j

(m; 2): On a donc pour

m assez grand

Card(L

i

(m; 2)[ L

j

(m; 2))> Card(L

i

(m; 2)) = 2m+ 2:

On obtient ainsi la contradiction souhait�ee avec l'hypoth�ese P (2; m) � 2m+

2, pour m assez grand.

Soit donc �, la valeur commune prise par les �

j

, pour j 2Z.

Supposons (1; �; �) rationnellement d�ependants. Il existe alors un triplet

non nul (p; q; r) 2Ztel que r+ p�+ q� = 0: La suite U admet donc le vecteur

(p;�q) comme vecteur de p�eriodicit�e.
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Supposons maintenant 1; �; � rationnellement ind�ependants. Soit � = �

0

.

On a alors �

i

= �+ i�, pour tout i. On a donc

8(i; j) 2Z

2

; (U(j; i) = l() j�+ i� + � 2 I

l

):

La complexit�e de la suite U satisfait alors

9m

1

; 8m � m

1

; P (m;n) = mn+ n;

d'apr�es le lemme 7. En e�et, soit m assez grand pour que les ensembles I(W )

soient des intervalles; il y a autant d'intervalles de la forme I(W ), avec W

facteur rectangulaire de taille (m;n) que de points �k� � l�, avec 0 � k � m,

0 � l � n � 1:

On a donc montr�e que la suite U est soit p�eriodique soit de complexit�e

mn+ n, pour m assez grand, ce qui ach�eve la preuve du th�eor�eme 3.

Preuve du th�eor�eme 4 Soit U suite double de complexit�e mn+ n, pour m

assez grand, �a valeurs dans l'alphabet f0; 1g. Cette suite est alors non p�erio-

dique. En e�et, en reprenant la preuve de la proposition 4 de [6], on montre

plus g�en�eralement qu'une suite dont la fonction de complexit�e satisfait

8(m;n); mn � P (m;n) � mn+ n

est non p�eriodique. Supposons au contraire que le vecteur (a; b) soit un vecteur

de p�eriodicit�e, avec par exemple, a > 0, b � 0. Un facteur de taille (am; n)

(avec n � b) situ�e en (i; j) d�etermine et est d�etermin�e par le facteur de taille

(a; n+mb) situ�e en (i; j �mb). On a donc

8n � b; P (am; n) = P (a; n+mb);

ce qui implique

amn � a(n+mb) + n+mb;

d'o�u la contradiction pour (m;n) assez grand.

Notons que l'on a P (m; 1) = m+ 1, pour tout m. En e�et, supposons qu'il

existe m

1

tel que P (m; 1) = m+ 1, pour m � m

1

. Il existe un facteur D

m

1

du

langage L

l

de longueur m

1

admettant deux extensions distinctes dans L

l

. Tout

pr�e�xe de longueur m � m

1

de D

m

1

admet encore deux extensions distinctes

dans L

l

. Par cons�equent, P (m; 1) � m + 1, pour m � m

1

. On a de plus, pour

tout m : P (m+ 1; 1) � P (m; 1)+ 1 ; il existerait sinon un entier m tel que tout

facteur de longueur sup�erieure ou �egale �a m admette une unique extension,

chaque suite ligne serait p�eriodique de p�eriode inf�erieure ou �egale �a P (m; 1) et

la suite double U serait elle-même p�eriodique. Par cons�equent, P (m; 1) = m+1,

pour tout m.

Supposons de plus la suite U uniform�ement r�ecurrente. Par cons�equent, la

suite double U satisfait les hypoth�eses du th�eor�eme 3 (d'apr�es le lemme 4) et

est non p�eriodique. Elle correspond donc soit au cas 1 de la preuve pr�ec�edente

(8i; �

i

= k�), avec existence d'un unique indice de changement de la partition,

soit au cas 2 (8i; �

i

= �, avec 1; �; � rationnellement ind�ependants). Or nous
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avons vu qu'une suite correspondant au cas 1 n'est pas r�ecurrente. En revanche,

une suite correspondant au cas 2 est uniform�ement r�ecurrente par minimalit�e

de laZ

2

-action (voir �egalement [4]). Par cons�equent, la suite U correspond bien

au cas 2. Supposons maintenant la suite U non uniform�ement r�ecurrente et

satisfaisant la condition (1) (9� 62 Q; L

l

= L

�

). Alors elle correspond au cas 1.

Notons le r�esultat suivant.

Proposition 1 Soit U une suite double qui satisfait la condition (1), alors la

suite U est p�eriodique de p�eriode (a; b) si et seulement si la suite (�

n

) (voir

d�e�nition 5) satisfait

8n; �

n+b

+ a� � �

n

modulo 1:

Cette condition implique en particulier que la suite (�

n

= �

n+1

� �

n

) est p�erio-

dique de p�eriode b.

Preuve Supposons qu'il existe n tel que �

n+b

+a� 6= �

n

: Alors il existe m tel

que m� + (�

n+b

+ a�) et m� + �

n

n'appartiennent pas au même intervalle de

la partition, ce qui contredit U(m+ a; n+ b) = U(m;n):

4.3 Suites de complexit�e m+ n

Le but de ce paragraphe est de montrer de mani�ere purement combinatoire

que les suites de complexit�em+n sont obtenues en d�ecalant d'un cran de ligne en

ligne une suite donn�ee de complexit�e n+1 : ce sont donc des suites p�eriodiques

de vecteur de p�eriodicit�e (1; 1) ou (1;�1). La preuve repose sur l'�etude des

facteurs de petite taille. Notons que l'on travaille ici sans l'hypoth�ese (1) sur le

langage en ligne.

Th�eor�eme 5 Une suite double U = (U(m;n))

(m;n)2Z

2
a pour fonction de

complexit�e m+n si et seulement s'il existe une suite u de complexit�e n+1 telle

que l'on a

soit

8(m;n); U(m;n) = u(m+ n);

soit

8(m;n); U(m;n) = u(m� n):

Preuve On voit ais�ement que la condition est su�sante. Supposons que

8(m;n); U(m;n) = u(m+ n);

avec u suite de complexit�e n+ 1. On a alors pour tout (m;n) :

P (m;n) = P (m+ n� 1; 1) = m+ n:

24



R�eciproquement, soit U = (U(m;n))

(m;n)2Z

2
une suite de complexit�e m+n.

La suite U prend donc deux valeurs. Soit f0; 1g l'alphabet sur lequel elle est

d�e�nie.

Nous allons montrer que les facteurs de taille (2; 2) sont soit tous de la

forme

zx

xy

(on dira alors qu'ils co��ncident sur la diagonale droite), soit

de la forme

yz

xy

(on dira alors qu'ils co��ncident sur la diagonale gauche).

Cette propri�et�e peut être ais�ement �etendue par r�ecurrence, et implique le r�e-

sultat cherch�e : si les facteurs de taille (2; 2) co��ncident sur la diagonale gauche

(respectivement sur la diagonale droite), alors, pour tout n, on a

(U(m;n))

m2Z

= (U(m+ n; 0))

m2Z

(respectivement

(U(m;n))

m2Z

= (U(m� n; 0))

m2Z

):

Soit L(m;n) l'ensemble des facteurs rectangulaires de U de taille (m;n).

Dans toute cette preuve, nous entendrons par extension du facteur xy un

facteur de la forme

z t

xy

. On a P (2; 1) = 3 and P (2; 2) = 4. Il existe donc un

unique facteur de taille (2; 1) (appel�e expansif) ayant deux extensions.

Supposons qu'�a la fois 00 et 11 soient facteurs. L'un des blocs 01 ou 10

(disons 10) n'est donc pas facteur. On a alors, pour tout n, (U(m;n))

m2Z

de

la forme : : :0 : : :0011 : : :1 : : : ou de la forme : : :000 : : : Soit k(n) le plus petit

indice d'ocurrence de la lettre 1 dans la ligne d'indice n (k(n) vaut +1 si

la lettre 1 n'apparâ�t pas). Supposons k(n + 1) � k(n) � 2 (respectivement

k(n+ 1)� k(n) � �2), alors 11 (respectivement 00) aurait trois extensions, ce

qui est impossible. Par cons�equent on a

soit

8n; k(n+ 1) = k(n) + 1 (et (U(m;n+ 1))

m2Z

= (U(m� 1; n))

m2Z

);

soit

8n; k(n+ 1) = k(n)� 1 (et (U(m;n+ 1))

m2Z

= (U(m+ 1; n))

m2Z

):

On applique le même raisonnement si 01 n'est pas facteur.

Supposons que l'un des deux blocs 00 ou 11, disons 11, ne soit pas facteur.

D'apr�es ce qui pr�ec�ede et en �echangeant les rôles de m et n, l'un des blocs

0

0

ou

1

1

n'est pas facteur. N�ecessairement,

1

1

n'est pas facteur, sinon 00 ne

pourrait pas avoir d'extension.

On suppose donc dans ce qui suit que

L(2; 1) = f00; 01; 10g;

L(1; 2) =

�

1

0

;

0

1

;

0

0

�

:
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Nous allons distinguer di��erents cas selon le facteur expansif et ses exten-

sions.

{ Nous allons montrer dans un premier temps que l'on ne peut pas avoir

00 comme facteur expansif avec pour extensions 10 et 01. Supposons que

l'on soit dans cette situation. L'un des deux facteurs 10 et 01 admet alors

00 comme extension.

{ Supposons que seul 01 admette 00 comme extension. Le facteur 10

admet alors 01 comme extension. On a donc

L(1; 2) =

�

01

10

;

10

00

;

00

01

;

01

00

�

:

N�ecessairement, les blocs

01

10

00

,

00

01

10

et

00

01

00

sont facteurs. Ni

01

00

01

ni

10

00

01

ne sont facteurs de la suite : on aurait sinon P (1; 3) = 5,

ce qui est en contradiction avec la valeur attendue P (1; 3) = 4. On

v�eri�e alors que

00

01

n'admet pas d'extension en un facteur de taille

(2; 3), ce qui est impossible. Le même raisonnement s'applique si l'on

remplace 01 par 10.

{ Supposons qu'�a la fois 01 et 10 admettent 00 comme extension. N�e-

cessairement le bloc

00

10

00

est facteur. Les blocs

10

00

10

et

01

00

10

(res-

pectivement

01

00

01

et

10

00

01

) ne peuvent être simultan�ement facteurs,

sinon P (1; 3) = 5. Tout facteur de taille (2; 2) admet donc une unique

extension : on a alors P (2; 2) = 4, ce qui nous donne la contradiction

souhait�ee.

{ Supposons que 00 est expansif d'extensions 00 et 10. Puisque l'extension

de 01 est de la forme x0, 01 doit être l'extension de 10. Par cons�equent,

les facteurs de taille (2; 2) co��ncident sur la diagonale droite. Le même

raisonnement s'applique si 00 est expansif d'extensions 00 et 01.

{ Supposons que 01 est expansif. Ses extensions sont alors 00 et 10.

{ Supposons que 10 admet comme extension 01. Le facteur 00 ne peut

avoir 01 comme extension, sinon il n'existerait aucun bloc de la forme

y0

x0

. Par cons�equent les facteurs de taille (2; 2) co��ncident sur la

diagonale droite.
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{ Supposons que 10 admet comme extension 00. On se ram�ene au

cas o�u 00 est expansif d'extensions 10 et 01, en consid�erant la suite

(U(m;�n))

(m;n)2Z

2
. Or nous avons vu que ce cas est impossible.

{ Le même raisonnement s'applique si 10 est expansif, ce qui conclut la

preuve.

5 Conjectures

Le th�eor�eme 4 donne une caract�erisation des suites uniform�ement r�ecur-

rentes de complexit�e mn + n. Ce r�esultat est un premier pas vers une preuve

de la conjecture suivante : les suites doubles uniform�ement r�ecurrentes de com-

plexit�e mn + m + n sont obtenues comme codage selon une partition en trois

intervalles d'une Z

2

-action d�e�nie par deux rotations irrationnelles sur le cercle

unit�e. Plus pr�ecis�ement, nous conjecturons le r�esultat suivant : si U suite �a va-

leurs dans f1; 2; 3g est une suite double uniform�ement r�ecurrente de complexit�e

mn +m + n, alors il existe �; �; �, avec 1; �; � rationnellement ind�ependants,

tels que l'on ait

8(m;n) 2Z

2

; U(m;n) = l() m�+ n� + � 2 I

l

;

avec (I

1

; I

2

; I

3

) partition du cercle unit�e en trois intervalles semi-ouverts de

même sens d'ouverture et de longueurs f�g, f�g et f1� (�+ �)g:

Ces suites sont �etudi�ees dans [4, 23] comme une g�en�eralisation des suites

sturmiennes : elles codent sur un alphabet �a trois lettres une approximation

discr�ete d'un plan. Notons qu'il existe des suites de complexit�e mn+m+n non

uniform�ement r�ecurrentes :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : :11111111111111111 : : :

: : :11111111111111111 : : :

: : :11111111132222222 : : :

: : :22222222211111111 : : :

: : :11111111111111111 : : :

: : :11111111111111111 : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

En�n nous conjecturons que la complexit�emn+n est la complexit�e minimale

d'une suite uniform�ement r�ecurrente non p�eriodique : si U est une suite double

uniform�ement r�ecurrente non p�eriodique, alors il existe m

0

; n

0

tels que

8m � m

0

; 8n � n

0

; P (m;n) � mn+ n

ou 8m � m

0

; 8n � n

0

; P (m;n) � mn +m:

Le th�eor�eme 3 traite le cas o�u : 8m; P (m; 1) = m + 1 et P (m; 2) � 2m + 2,

pour m assez grand. Notons que dans le cas o�u il existe m tel que P (m; 1) � m,

alors chaque suite en ligne est p�eriodique (de p�eriode inf�erieure ou �egale �a m),

et la suite double est elle-même p�eriodique, une p�eriode �etant (m!; 1).
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