Automates et valeurs de
transcendance du logarithme de

Carlitz

1 Introduction

Soit Fg le corps de cardinal ¢q. Soit p la caractérisrique de F,. On définit par
analogie avec le cas réel :

n

—+o0
R=F,((1/x)) ={ Z n, an € Fy et les (an)n<o presque tous nuls}.
x

/n7
n=—oo

Le corps R est le complété de Q pour la valuation 1/z-adique. Enfin, on
définit C comme le complété d’une cloture algébrique de R ; C est donc algébriquement
clos.

Carlitz a défini dans [4] deux fonctions ¢ et A sur Fy((1/z)), qui jouent
respectivement les roles de ’exponentielle et du logarithme réels. Ces fonctions
sont ainsi définies :

o0 (_Uktqk e X
t) = —_— our tout ¢t de x)),
e(t) kZ:O A P q((1/2))
+oo tqk
A(t) Z I pour tout ¢ tel que d°t < 1,
k=0
avec [k] = P
B, = [K[k—12.[1)7",
L, = [k][k—1]...[1].

Carlitz a montré que I’on peut étendre la définition de A a Fy((1/z)), (voir
[4]). La fonction A ainsi obtenue est alors l'inverse de la fonction . Carlitz a
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également montré l'existence d’une période pour la fonction % : on a, pour tout
t appartenant a R et pour tout F appartenant a 7,

;
¥ —x
—_—
P —

+oo
Gt + EE) = 1)(t), avec £ = (29 — 2)"/ VI et = [](1—
=0

).

La série formelle II joue bien évidemment le role du réel 7 et & est I’analogue
de 2.

Wade a montré diverses propriétés de transcendance concernant ces deux
fonctions, qui mettent en évidence l’analogie avec le cas réel. Il a établi, en
particulier, deux résultats a mettre en correspondance avec les théoremes de
Hermite-Lindemann et de Gelfond-Schneider, a savoir :

o Sia est un élément non nul de Fy((1/x)) algébrique sur F,(z), alors ()
et A(a) sont transcendants, (voir [19]).

e Si a est non nul et B un élément de F,((1/x)) irrationnel alors 'un des
trois nombres «, £, ¥(BA(a)) est transcendant. Si a est nul et si I'on
remplace A(0) par E¢, ou E appartient a Fy[z] et £ = (27— x)qulH, alors
la conclusion reste vraie, (voir [20]).

On déduit, en particulier, du premier de ces résultats, la transcendance de II.
Yu a également montré, dans [23] et [24], ces deux propriétés, dans un cadre
plus général.

Carlitz a également défini sur Fy(x) une fonction ¢, analogue a la fonction
¢ de Riemann. Elle est définie de la fagon suivante :

((m) = > 1/G™, m>1.

GEFy[z] et G unitaire

Il existe plusieurs méthodes conduisant a des résultats de transcendance sur
les valeurs des fonctions 1, A et ¢ de Carlitz ( voir [21]) :

e la méthode de Wade reprise par Damamme et Hellegouarch, ainsi que par
Thakur ; elle est a certains égards ’analogue de la méthode classique pour
les nombres réels (voir [9], [10], [11], [12], [17] et [18]),

e les modules de Drinfeld utilisés par Yu ; il s’agit d’une généralisation des
courbes elliptiques, (voir [14] et [15]); c’est la méthode la moins élémentaire
mais aussi celle qui donne actuellement le plus de résultats (voir [22]),

e les mesures d’irrationalité sur lesquelles travaillent De Mathan et Chérif
(voir [5], [6] et [7]),

e enfin les automates qui ont permis a Allouche de donner une preuve
“élémentaire” de la transcendance de la période IT de 'exponentielle.

Il s’agit ici de généraliser cette derniere méthode pour I’étendre a d’autres
résultats.
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En fait, Allouche a montré dans [1], en utilisant les automates et plus précisément
le théoreme de Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy, la transcendance de

a/TI, avec
+oo J

x4

Jj=0

En élevant o & la puissance ¢, on constate que « est algébrique sur Fy(z). On
déduit donc la transcendance de II de celle de a/II.

Rappelons I’énoncé du théoreme de Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy
(voir [8]) :

Théoréme 1 (Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy)
Soit (w(n))nen une suite & valeurs dans Fy. Il y a équivalence entre les deuz
conditions suivantes :
1) la série formelle Z u(n)z™" est algébrique sur Fy(z),
n>0
2) Uensemble U de sous-suites de la suite (u(n))nen défini par

U= {(U’(qkn + 7'))77,€N; k > 07 0 <r< qk - 1}

est fini.

Nous nous proposons de donner ici une preuve “automatique” du résultat
suivant :

Théoréme 2 Soit P une fraction de la forme P = Z pu(1/2)? ot p, € Fy
v>—1

AP) o,

HS

et p, = 0, pour v assez grand. On a alors :
pour 1 < s < q—3 et pour q# 2, q# 3.

est transcendant sur Fq(x),

Nous étudierons en fait le quotient %—Z)\(P). Multiplier par a® permet d’obtenir

un développement simple en série formelle de I"‘I—z)\(P) (afin d’utiliser le théoreme

de Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy) sans pour autant influer sur la
A(P)
HS

transcendance de , puisque « est algébrique.
Remarques Ce résultat peut étre déduit de 'analogue du théoreme de Gelfond-
Schneider : Denis a, en effet, remarqué qu’on peut ainsi montrer la transcendance
de )‘I(If), ol P est une série formelle algébrique, pour ¢ # 2 (voir [13]).

Pour g = 3, il est possible de montrer par les automates la transcendance de

@, mais ce résultat demande plus de travail.
On peut également retrouver partiellement et de fagon élémentaire, par cette
meéme méthode, un résultat de Yu, a savoir la transcendance de Cr(li)v pour 1 <
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s < q—2, (voir [2] et [3]). Cette propriété de transcendance a été démontrée par
Yu dans [22], pour tout s non divisible par ¢ — 1, (voir aussi [17] et [18]).

Enfin, Y.Hellegouarch a généralisé I’exponentielle de Carlitz en définissant
une exponentielle associée a une suite périodique d’endomorphismes. F. Recher
a montré, dans [16], par les automates, la transcendance de la période de cette
exponentielle généralisée, pour certains choix d’endomorphismes.

2 Quelques développements en série formelle

+oo gk
14
Ona A(t) = E 7o pour t tel que d°t < 1. Soit P = E pu(1/2)?, ol p, € Fy
k=0 v>—1

et p, = 0, pour v assez grand. On se restreint a des exposants v > —1, pour des
raisons de convergence.

La fonction A est linéaire sur F, et p, = 0, pour v assez grand. On en déduit

que :
Z pop(1/2)") Z P ((1/x)Y)

v>—1 v>—1

On a donc s

DAY = 3 (BN /)",

v>—1

2.1 Notations

Nous allons introduire dans cette section quelques suites auxiliaires utiles pour

le développement en série formelle de ﬁ A(P). Nous allons développer succes-

sivement les termes FA((1/x)Y), Hg( ((1/x)¥)) et enfin 1%S)\(P)

X (1/2)vd"
§= (/2

Considérons le terme A((1/2)?) = T
k

k=0
k .
Rappelons que Ly = H(xqj —x).
j=1
Par conséquent,

:j»

M(1/2)") = (1/2)" + > (1/x)"

k>1 3:1
On a
g 27 —
a:H( - J+1 ) et II = H o - )-
-
Jj=0
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On vérifie alors que
“+oo
« 1.,.5_
o= | |(1—(;)q b.
j=1

Il en résulte que

AM(1/z)%) = (1/x)" +Z 1 /)@t A¢" o (v+1) g )H 1

J—1\ °
E>1 (L)1)

En multipliant A((1/z)") par «/II, on obtient donc :

o0 )
%A((l/x)”)) = %(1/33)” + 3 (1wt T @) TT (1 - (%)qj—l).
k>1 j=k+1

On définit alors les suites a¥ = (a¥(n))neN, 0¥ = (b¥(n))nen et ¢’ = (¢¥(n))nen
de la maniere suivante :

«

o (1/z)? Z a’ ,

n>0
/) = (1/2)7) = (e
(1/z)") =) ¢"(n)a™"

n>0

On a donc ¢¥ = a¥ + b".

Considérons maintenant le développement en série formelle de I“I—z)\((l /x)V).

On a:
o«

((1/x) ) = =1 (g AMA/2)7)).

Soit A7t = (A5 (n ))neN la suite définie par

asfl
IIs—1 = ZAS?l(n)xi
n>0
On a o B
gA(/2) ):nzzoc (n)z~".
Par conséquent,
a* ! a
=t (g A(A/2)%) = O AT ) (Y )z,
n>0 n>0
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c’est-a-dire
O[ S—
A(1/2)") =Y ZA L — k).
n>0

On définit alors les suites € = (e"(n))neN, f” = (f*(1n))nen et g» = (¢"(1n))nen
de la maniere suivante :

Ona e"=f"+g"et A

On a, enfin :

On définit donc, de méme, les suites E = (E(n))pen, F = (F(n))nen et G =

(G(m)uen -
= puc’(n)

v>—1

=3 pof(n)

v>—1

= Z Pug’(n)

v>—1

On a ?{ AP) = Z En)z " et E=F+G.
n>0

2.2 Quelques Propriétés

Nous allons établir, dans cette section, des propriétés concernant les suites a?, b”
(proposition 1), la suite A5~! (proposition 2) et enfin les suites f* et g¥ (propo-
sition 3). Nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 1 Soit j > 1. Sin s’écrit sous la forme

“+o0
n=r+ > g -1 (1)

I=j+1

avec p € {0,1,...,q—1}, p =0, pour j assez grand et 0 < r < (¢—1)(¢ — 1),
une telle décomposition est unique.

Preuve du lemme 1 : Considérons une décomposition de n sous forme (1).
Sin = r, on a nécessairement, pour tout [ : u; = 0. Supposons alors n # r. Soit
L le plus grand indice [ tel que p; # 0.

On a, pour tout m > 1 :

m

(@—1)) (¢ —1)<g™ -1

i=1

L
T+ Z w(gt—1) < gttt —1.

I=j+1
Par conséquent, si n admet deux telles décompositions, les indices des plus
grands termes non nuls seront égaux. Supposons alors qu'il existe (8;);1+1<t<r
a coefficients dans {0,1,...,g— 1} et p avec 0 < p < (¢ — 1)(¢? — 1), tels que

L L
n=r+ Z wi(g? —1)=p+ Z Si(q" — 1), avec pur, # 0 et 6 # 0.
I=j+1 t=j+1

Supposons, de plus, que d;, # py et que, par exemple, py > dr. On a alors

L-1
n—or(g"—1)>¢"—1> Z 5" — 1) +p=n—dr(¢" - 1),
t=j+1

ce qui est impossible. Par conséquent d;, = pz,. On montre ainsi, par récurrence,
que p; = §;, pour I > j+ 1. On en déduit alors que 7 = p, ce qui acheve la
preuve du lemme 1.

U

On a les propriétés suivantes concernant les suites a?,b", ¢’ :

Proposition 1 1. On a :a¥(n) # 0 si et seulement si n s’écrit sous la forme

v+ Zaj(qj —1), avece; =0 ou l, ¢; =0 pour k assez grand.
j>1
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2. Sib¥(n) # 0 alors n s’écrit sous la forme

—+oo
n=q+.+¢ " +dw+1)+ D g - 1), (2)
j=it1

aveci > 1,65, =0 ou 1, et €; =0 pour j assez grand.
Nous aurons besoin du lemme suivant dans la preuve de la proposition 1 :

Lemme 2 Soit (ai(n))nen la suite définie par

+o0
H (1 —\— Zak z "
j=k+1 n>0
Sin s’écrit
“+o0
n= Z gi(q’ —1) avec ej =0 ou 1,65 = 0 pour k assez grand,  (3)
j=k+1

+oo )
alors ap(n) = (_1)Zj=k+1 &
sinon ag(n) = 0.

La preuve de ce lemme résulte immédiatement de I'unicité de la décomposition
de n sous forme (3) qui découle elle-méme du lemme 1.

+oo
1.5
Preuve de la proposition 1 : Rappelons que § = H(l — (27 =
x
j=1
Z ap(n)z™".
n>0
Par conséquent, f(1/z)" = Z ap(n)z= (") = Z ap(n —v)z™ ™.

n>0 n>v
Or agp(n) # 0 si et seulement si n s’écrit sous forme (3) selon le lemme 2, ce qui
acheve la preuve de 1.
Onal &A((1/z)")—(1/x)*) =D &Y ak(n—(g+..+¢" "+ @w+1)g").
n>0 k>1
Par conséquent, 2 résulte du lemme 2.

Remarque On ne peut rien dire quant a une réciproque dans 2. En effet, il
peut exister plusieurs décompositions de n sous la forme (2). Chacune de ces
décompositions apporte un coefficient de valeur absolue égale a 1. Or on est en
caractéristique p. Par conséquent, on peut éventuellement avoir b*(n) = 0 (p),
si n 8’écrit sous forme (2). Néanmoins, si la décomposition de n est unique, alors

b¥(n) #£ 0.

1On pose, pour n < 0, ax(n) = 0.
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. 7’ ’ 7 . s—1 o, .
Considérons le développement en série formelle de frz—. On a la proposition

suivante :
Proposition 2 Soit 1 <t < g — 1. Soit (A*(n))nen la suite définie par

t

oz_t = ZAt(n)x_".

II
n>0
Sin s’écrit
—+o0
n= Zuj(qj —1) avec pj € {0,1,...,t}, pj =0 pour j assez grand,
j=1

+oo too .
t _ e M Mg
alors A*(n) = (—1) I|<t)’

j=1

sinon At(n) = 0.

Preuve On a

+oo )
[Ta- G = (T ama™)’
j=1 n>0

I
N
&
i
¥\
—
S
g

Soit n € N. Soient n, ..., n; tels que

t t
n = Znu Hao(ni) = 0 et pour tout i, n; > 0.
i=1 i=1
D’apres le lemme 2, il existe (g;,;) avec ¢;; = 0 ou 1, tels que pour tout ¢,

“+oo
€;,; = 0 pour j assez grand et n; = E €i,j(¢’ — 1). Nécessairement, n s’écrit
j=1

sous la forme suivante :

“+o0
n= Zuj(qj —1) avec p; € {0,1,...,t}, u; = 0 pour j assez grand.
j=1
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Réciproquement, soit n pouvant s’écrire sous cette forme. Considérons un
t-uplet tel que

t t

n= Zni, Hao(m) # 0 et pour tout 7, n; > 0.

=1 =1

Pour un tel ¢-uplet, il existe (e; ;) avec €; ; = 0 ou 1, tels que pour tout ¢, €; j =

—+o0 t
0 pour j assez grand et n; = Zsm»(qj —1).0Orn= an = Zai,j(qj -1)=
j=1 i=1 i,

—+o0

SO eid -1

j=1 i=1
t

Il résulte du lemme 1 que, pour tout j : Zai,j = pj.
i=1

“+o0
t
Par conséquent, il existe H < ) t-uplets de la forme cherchée.

1\
On a alors
t t +oo +o00
[Tao(ni) = [[(-&="" = (—1)Zi’j = (=)
i=1 i=1

Pour achever la preuve de la proposition 2, il suffit d’ajouter que 'on est en
caractéristique p.

Nous allons déduire des propositions 1 et 2 la proposition suivante concernant
les suites f¥ et gv :

Proposition 3 1. Si f¥(n) # 0 alors n s’écrit sous la forme

—+oo

n:v+2uj(qj—1), avec 0 < pj < s. (4)
j=1

2. Sig¥(n) # 0 alors n s’écrit sous la forme

—+o0

n=q+..+q "+ 0+ + Y e — 1), (5)
j=1

avect > 1,0<pu; <s—1,pour1 <j<iet0< p; <s, pourj>i+1l.

+oo
8. Sin =wv+ Zuj(qj — 1), avec p; = 0 ou s, pour tout j, et si n se
j=1

décompose de maniére unique sous la forme (4) alors f(n) # 0.
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Preuve :
e Preuve de 1 : .
Soit n tel que f¥(n) #0.Ona f¥(n) = ZAsfl(l)a“(n— 1). Soit [ tel que
1=0

0<1<n,et A 1(1)a’(n —1) # 0. On a alors, d’apres les propositions 1
et 2:

+oo
l= Zéi(qi —1), avec §; € {0,...,s —1},8; = 0 pour i assez grand,
i=1

—+oo
n—Il=v+ Zaj(qj —1), avece; =0 ou 1,&; = 0 pour j assez grand.
j=1

Par conséquent,

+oo
n:v—I—Zui(qi— 1), avec 0 < p; < s.
i=1

e Preuve de 2 : .
Soit n tel que g¥(n) # 0. On a g¥(n) = ZAsfl(l)b“(n —1). Si, pour

1=0

0<1<mn, A7 1()b*(n — 1) # 0, alors il existe

—+oo
(0j)jen avec 05 € {0,...,s—1},d; = 0 pour j assez grand, tels que [ = Zdj(qj—l),
j=1
i>1, (¢)jen avec €; = 0 ou 1,&; = 0 pour j assez grand, tels que

+oo

n—l=q+.+q¢ "+ @+ + Y & —1),
J=it+l
Par conséquent,
n=q+..+q "+ 0+ + Y e - 1),
j=1

aveci>1,0< pu; <s—1,pour1 <j<iet0<pu; <s, pourj>i+ 1.
e Preuve de 3 :
“+o0
Soit n = v + Z,uj(qj — 1), avec p; = 0 ou s, pour tout j, et tel que n se
j=1
décompose de maniere unique sous la forme (4). Il existe alors un unique
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I tel que 0 <1 < n et tel que A5 1(I)a’(n — 1) # 0. En effet, si J est
I'ensemble des indices j tels que p; # 0, on a, d’apres les propositions 2

et 3.1: ‘
1= 30— D@ - 1),
jeJ
n—lzu—kZ(gj —1).

jeJ
On en déduit que f(n) = A*~1(1)a’(n — 1) # 0, ce qui acheve la preuve
de 3.

3 Schéma de la preuve du théoréme 2

Considérons les sous-suites (E(¢*n + 7 + (¢ — 2)(¢ + - + ¢*71)))nen, afin
d’appliquer le théoreme de Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy, pour
montrer la transcendance de IO‘I—zA(P). Nous supposerons 1 < r < ¢ — 2 et nous
fixerons la valeur de r ultérieurement, au paragraphe 6.1.

Notons que 'on suppose s < ¢ — 3. Nous supposerons donc, jusqu’a la fin,
q # 2 et 3. La nécessité de cette limitation, pour la méthode employée, intervient
dans la preuve du lemme 4, remarque 3, au chapitre 5.

Nous allons étudier , & v > —1 fixé, les sous-suites (f¥(¢*n+r+ (¢—2)(q+
) )nen et (g% (¢Fn+r+(g—2)(g+ ... +¢" 1)) nen et montrer les deux

lemmes suivants, aux paragraphes 4 et 5 :

Lemme 3 Soit k > 2. Soient u(k) et v(k) les reste et quotient de la division
euclidienne de —r + ¢* +v — (¢ — 2)(¢ + ... + ¢*1) par s. Soit m¥(k) = —1 +
s(L+ ...+ ¢*®=1) £ u(k)g“®. On a, pour tout n < m®(k) : f*(¢"n +r+ (¢ —
2)(q+...+¢"1) =0.

Lemme 4 Soit k > d+3, oud =[], siv > 1 et d =0, sinon. Soient z(k)

Ing
et y(k) les reste et quotient de la division euclidienne par s de —r + ¢F=4=1 —

(q—3)(¢* 42+ ...4+¢q) —s(d+1).
Soit n¥(k) = =1+ s(1 4 ... + ¢*F 1) 4 y(k)g®*).
On a, pour tout n < n’(k) : g*(¢"n+r+ (¢ —2)(g+ ... +¢* 1)) =0.

On a m"(k) > n?(k), pour tout k > d+ 3 et e” = f¥ + g”. Le lemme suivant
résulte donc des lemmes 3 et 4 :

Lemme 5 Soit k > d+3. On a, pour tout n < n®(k) : e*(¢*n+r+(¢—2)(g+
) =o0.

Or £ = Z pye’ ou lensemble {v ; p, # 0} est fini, d’on la proposition 4 :
Pu7#0
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Proposition 4 Soit n(k) = inf{n?(k); v tel que p, # 0}. On a, pour k assez
grand et pour tout n < n(k) : E(¢*n+7r+ (¢ —2)(¢+ ... +¢*7 1)) =0.

Pour tout v, la suite (n¥(k))ken tend vers +oo. Par conséquent, la suite
(n(k))ren tend vers +oo. Les sous-suites (E(¢*n+r+(g—2)(g+...4+¢"")))nen
commencent donc par une plage de 0 (non forcément maximale) dont la longueur
tend vers +oo.

On montre, de plus, au paragraphe 6, qu’il existe un entier ng(k) tel que,
pour une infinité de k, E(¢*ng(k) +r+ (¢ —2)(¢ + ... +¢*71)) #0. Oron a le
lemme suivant :

Lemme 6 Soit (vg)gen = (vk(n))neN)ken une famille de sous-suites de la
suite v = (v(n))nenN telle que :

1. Il existe un entier m(k) tel que Uon ait, pour tout n < m(k) : vg(n) = 0.

2. La suite (m(k))ren tend vers +oo.

3. Les suites vy, sont non identiquement nulles pour une infinité de k.
L’ensemble {vi; k € N} est alors infini.

Il résulte de ce lemme que 'ensemble {(E(¢*n+r+(q—2)(q+...+¢*1)))nen}
est infini. Du théoreme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy, on déduit

la transcendance de I"‘I—z)\(P) sur Fy(z) pour ¢ # 2,3 et 1 < s < q— 3, et, par
conséquent, celle de ’\I(If), ce qui acheve la preuve du théoreme 2.

Il reste & montrer le lemme 6.

Preuve D’apres la condition 3, il existe un ensemble infini d’entiers K tel que
pour tout k de K, la suite v soit non nulle. Par conséquent, il existe pour tout
k de K un entier m/(k) tel que lon ait, pour tout n < m/(k) : vg(n) = 0 et
v (m’(k)) # 0. On a alors, d’apres 1, m(k) < m/(k).

Nous allons construire par récurrence une suite (k;)jen de la maniere suiv-
ante :

e Soit k1 € K.

e Supposons ki, ..., k; définis. Soit kj 11 € K tel que m(k;y1) > sup{m/(k1), ...

L’existence de kj41 est assurée par la condition 2.

On a alors sup{m/(k1), ..., m/(kj)} < m(k;41) < m'(k;41). On a, par conséquent,
pour tout j : vk, & {Vky, ..., Uk, }-

On a donc construit une suite (k;)jen telle que {vy;; j € N} est infini, ce
qui acheve la preuve du lemme 6.
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4 Preuve du lemme 3

Soit v > —1 fixé. Soit k > 2. Soit n € N tel que fo(¢*n +7r+ (¢ —2)(g+ ... +
~1)) # 0. Selon la proposition 3.1, il existe

(j)jen avec pj € {0, ..., s} et p; = 0 pour j assez grand, tels que

+oo
Fntr+(g=2)(g+.+d ) =v+d pd —1).
j=1
+oo
On pose 0 = Zuj. On a
j=1

Fn+r+(g-2@q+..+ N =v+ > wd+> md —o
1<j<k—1 1>k

On en déduit que

o=M"+ Z —(¢—2)¢ +v—r,
1<j<k—-1

avec A = —n + qul*k.
1>k

Autrement dit,
n=-\+ > g, (6)
1>k et Zpk =S

avec S = J—Zuj

j<k
= A" +Z —(q—2))¢’ —Zu] v—r.

Nous allons montrer que si n s’écrit sous la forme (6), n vérifie I'inégalité
n > mY(k), avec

m¥(k) = =14 s(1 4 ... + ¢“® 1) 4 0(k)g"®,

ou u(k) et v(k) sont les reste et quotient de la division euclidienne par s de la
quantité
—r+q¢" +v—(¢g—2)(g+ ... + ¢"1). On en déduira, selon la proposition 3.1,
que pour tout n < m?(k) : f'(¢*Fn+7r+(¢—2)(g+ ... + ¢ 1)) = 0.

Notons qu’une condition nécessaire pour que n s’écrive sous la forme (6) est
:S§>0.
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On vérifie que si A > 1, S vérifie I'inégalité S > —r 4+ A\¢* +v — (¢ — 2)(q +
.+ g et quepour A\ <0,ona S<0.

Par conséquent, si n s’écrit sous la forme (6), avec A\ = 1, on obtient :
n > mY(k). En revanche, pour A > 2, on a, si n s’écrit sous la forme (6) :

n>-A+s(1+..+ q“/(k)fl) + v'(k)q“/(k),

ou u'(k) et v'(k) sont les reste et quotient de la division euclidienne par s de
la quantité —r + A¢* +v — (¢ — 2)(¢ + ... + ¢*71). Or on vérifie que m*(k) <
A+ 5L+ 4+ ¢ ®=1) L (k)g" ®) | pour tout A > 2.

On a donc montré que pour tout A tel que S prenne des valeurs positives
et donc pour tout n s’écrivant sous la forme (6), on obtient n > mv(k), ce qui
acheve la preuve du lemme 3.

5 Preuve du lemme 4

Soit v > —1 fixé. Soit d = Hg—;], siv>1etd=0, sinon. Soit k > d + 3.

Soit n € N tel que g (¢"n+r+ (¢ —2)(¢+ ... +¢"1)) # 0. Selon la proposition
3.2, il existe

i>1, (1j)jen avec 0 < p; < s—1, pour j <iet 0<p; <s, pour j > i+1, tels que

—+oo
Fntr+(g-2)q+..+¢ ) =g+ +d T+ @+ + ) g —1).
j=1
—+oo
On pose 0 = Zuj.
j=1

Nous allons distinguer trois cas suivant la position de ¢ par rapport & k :

Cas1: Sii>k, ona?

i—1 k—1
Fn+r=> ¢ +w+1)d+> (m+1-(q—2) + Y nd’ —o.
j=k j=1 P>k

On en déduit que

c=M"—r+ Y (m+1-(g-2)d - >
1<j<k-1 1<j<k-1

m
20n convient, si m < I, de poser E ¢ =0.

=l
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i—1

avec A = —n + qu_k +(w+ g F+ Z,ulql_k.
=k 1>k

Autrement dit,

i—1
n=-A+Y ¢ F+@+1)gF+ > g ", (7)
Jj=k 1>k et ZZka:s
avec S = A\¢*¥ —r + Z (j — (g —3)¢’ — Z i
1<j<k—1 1<j<k—1
On montre, de méme qu’au paragraphe 4, que si n s’écrit sous la forme (7),
n vérifie I'inégalité n > nq(k), avec ni(k) obtenu pour i = k, A = 1 et tel que

ni(k)=v+(s—1)+s(g+...+ qml(k)) + yl(k)qml(k)ﬂ,

ou z1 (k) et y1(k) sont les reste et quotient de la division euclidienne par s de la
quantité ¢* —r — (¢ —3)(q+ ... + ¢*71) — (s — 1). Le terme s — 1, dans I’écriture
de ni(k), provient du fait que pur < s — 1, alors que p; < s, pour j > k+ 1,
quand i = k.

Cas2: Sii=k—1,ona

k—1
Fntr=ve" > (i +1— (=2 +>_wid —o
=1 iz

On en déduit que

o=—r+vod" A+ DY (m+1-(a-2))d,
1<j<h-1

avec A = —n + Z,ulql_k.
1>k

Autrement dit,

n=-A+ > g ", (8)
1>k et lek =S

avec S = —r +vg" !+ A" + Z (j — (g —3))¢’ — Z L.
1<j<k—1 1<j<k—1
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Nous allons montrer que si n s’écrit sous la forme (8), n vérifie I'inégalité
n > na(k), avec

na(k) =s(1+ ... + qm(k)_l) + yz(k)q“(k),

ot z2 (k) et ya(k) sont les reste et quotient de la division euclidienne par s de la
quantité
4" = (g =3)(" P+ g — s

Ecrivons v en base q:v=v9+ ... +vgq? avec 0 < v; < q— 1 et vg #0.

Nous allons distinguer les cas , non plus selon la valeur de A, comme au
paragraphe 4, mais selon la valeur de la quantité vy +...+vgq? "'+ \, en posant,
pour d =0, v; + ... + vg¢® 1 = 0.

Notons que si v1+...+v4¢? 1+ < —1, on obtient, comme y; < s—1 < g—4,
pour 1 <j3<k—1:

S<—r—q¢"+ud ="+ ... +¢) <.
Nous allons donc supposer que v + ... +v4g?~* + A > 0.
e Supposons que vi + ... +vgg®" ' + X > 1. On a alors
S>—r+ (v + e Fvag + N F 0o T — (¢ - 3)(g+ ... 5.

Par conséquent, si n s’écrit sous la forme (8) avec vy +...+vaq?™ 1+ > 1,
on obtient :

n>—A+s(14 .. +¢2®1) 4 yh(k)gm®),

ou xh(k) et y4(k) sont les reste et quotient de la division euclidienne par
s de la quantité

—r+ (1 + o +vaq? "+ N)gF + vqu,_1 — (¢ —3)(q ot ¢*=1). Or on
vérifie que ng(k) < —A 4 s(1 + ... + ¢%2B 1) 4 yb(k)g=2 ).

e Supposons donc v; + ... +vg¢g® '+ A =0et S > 0. On a alors

S=—r+uvg"t + Z (Hj_(q—3))qj— Z K-

1<j<k—-1 1<j<k—-1

On a nécessairement vg+ px—1 —(¢—3) > 1, sinon S < 0. Par conséquent,
si Pon suppose vg + k-1 — (¢ — 3) > 1, on obtient, comme pp_1 < s :

S>—r+¢"t - (g—3)(g+ ...+ qk_Q) —s.

La condition vy + ... + v4¢%~* + X\ = 0 implique, de plus, que A < 0. Par
conséquent, si n s’écrit sous la forme (8), avec vy + ... + vaq T+ A =0,n
vérifie n > no(k).

Nous avons donc montré, dans ces deux cas , 'inégalité n > na(k), pour n
vérifiant (8).
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Cas3: Sil<i<k—2,ona

—+oo
n+r=q+.+¢ 0+ + D (- (@—2)¢ +Y_ md o
1<j<k-1 1=k

On en déduit que

o=-r+AM Hq+ T WD+ D (4 — (- 2)e,

1<j<k—1
avec A = —n + Z,ulql*k.
1>k
Autrement dit,
n=-At > g ", (9)
1>k et ZDkM:S
avecS = o0— Z iy
i<k
= —r+ Mgt o+ DY - -2)d - D
1<j<k—1 1<j<k—1

Nous allons montrer que si n s’écrit sous la forme (9), n vérifie I'inégalité
n > nz(k), avec

nz(k) = =1+ s(1+ ... + =B ) 4 ya(k)g®=®),

ou z3(k) et ys(k) sont les reste et quotient de la division euclidienne par s de la
quantité

—r+¢"—(g—2)(" '+ +¢*)+(v—(g—3))g sid=0,
—r g (= 3) (P2 q) —s(d+ 1) sid#0.

Nous allons raisonner, ici encore, selon les valeurs prises par .
e Supposons A > 1. On a alors
S>-r+ A" — (-2 "+ )+ 0+ 1-(g-2))g
Par conséquent, si n s’écrit sous la forme (9) avec A > 1, on obtient :
n> A4 s(14 ..+ ¢ BN 4yl (k)g™s®)

ou z5(k) et y5(k) sont les reste et quotient de la division euclidienne par
s de la quantité

—r+ A" — (¢ —2)(¢" 1 + et )+ (v— (¢ —3))g. Or on vérifie que
n3(k) < =X+ s(1 4 ... + ¢®3F) =) 4 yh(k)g®s k).
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e Supposons donc A < 0.

k=1 on a alors S < 0. On a, en effet,3

Notons que si A\¢F + vq’ < ¢
S<—r—(q+ ...+ H+ X" +v¢f <o0.
Or pour d =0 et A <0, on a toujours Ag* 4+ vg'+ < ¢*~ ', car i < k — 2.
Par conséquent, si d =0 et si S > 0, on ne peut pas avoir A < 0.
Supposons donc que A\g* + vg® > ¢~ 1. Ceci implique que i > k —d — 1,
car on a supposé A < 0.
On a alors, soit A¢* + (v +1)¢* + Z(uj —(¢—2))¢’ <0, auquel cas on a
jzt
S <0,
soit Ag¥ + (v+1)g' + Z(uj —(¢—2))¢’ > ¢'. On obtient, dans ce dernier
i>i
S—r+qd — (-3 +t)— > u
i<j<k—1

Ori>k—d—1et Z i <s(k—1—4)+(s—1) < s(d+1). Par
1<j<k—1

cas,

conséquent,
S>—r+d" T —(g-3)(¢" 2+ .. 4+ q) —s(d+1).

On a, de plus, supposé A < 0. Par conséquent, si n s’écrit sous la forme
(9), avec A <0, on obtient n > ng(k).

Nous avons donc montré, dans tous les cas , I'inégalité n > ns(k), pour n
vérifiant (9).

Il reste & comparer les quantités nq(k), na(k) et ng(k). Ona,sid > 1, ny(k) >
na(k) > ns(k), et si d =0, n1(k) > ng(k) > na(k). Soit n¥(k) = ns(k),sid > 1
et n¥(k) = na(k) — 1, si d = 0. On a donc montré que pour tout n < n,(k) :
g" (" n+r+(q—2)(qg+...+¢" 1)) =0, avec n?(k) = —1+s(1+... +¢*F) 1) +
y(k)g® ), ot z(k) et y(k) sont les reste et quotient de la division euclidienne
par s de —r + ¢* 471 — (¢ — 3)(¢" 92 + ... +q) — s(d + 1), ce qui acheve la
preuve du lemme 4.

6 Non-nullité des suites (E(¢*n + 7 + (¢ — 2)(q +
e @) nen

Nous allons construire un entier ng(k) tel que Uon ait E(q*nq (k) +r+(q—2)(qg+
.+ ¢ 1)) # 0, pour une infinité de k. Nous allons définir cet entier ng(k) au

_3Dans cette majoration, intervient la condition s < ¢ — 3. L’inégalité ainsi obtenue, A\g* +
vgt > qF~1 (C’est-a-dire i > k — d — 1), est essentielle pour montrer que n > n3 (k).
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paragraphe 6.1, puis nous allons montrer, en posant No(k) = ¢*no(k) +7+4 (¢ —
2)(q + ... + ¢* 1), que F(No(k)) # 0, en 6.2, puis que G(No(k)) = 0, en 6.3.
On en déduira que E(Ny(k)) # 0 et donc que les sous-suites (E(¢*n +r + (¢ —
2)(¢ + ... + ¢"71)))nen sont non nulles pour une infinité de k.

6.1 Construction de ’entier ny(k)

Soit v le plus petit indice w tel que p,, # 0.
Considérons n tel que fU(¢*n + 7+ (¢ — 2)(g + ... + ¢*1)) # 0. On a vu, au
paragraphe 4, qu'un tel n s’écrit sous la forme

n=-\+ Z gt ", avec 0 < w < s, pour tout [,

k—1 k—1
etSz)\qk—H)—r—FZ(uj—(q—2))qj—2uj.
j=1 j=1

Posons A\=1et gy =0, pour 1 <! <k —1. On a alors
S=8 =714+ +v-(q-2)(" ' +..+9q).

On peut trouver 1 < r < s tel que pour une infinité de k, Sy soit divisible
par s. Nous allons donc fixer ainsi la valeur de r et supposer, pour la suite, k a
valeurs dans un ensemble infini et tel que Sy soit divisible par s.

On a, de plus, S > s. Il existe donc un entier My, tel que S = s(Mg+1). On
M,

définit alors ng(k) = —1+s Z ¢’ Soit No(k) = ¢*no(k)+r+(q—2)(g+...4+¢"1).
=0

Ny,
On pose N = My, + k. On a alors No(k) = v + sZ(qj -1).
j=k

6.2 Preuve de la non-nullité de F'(Ny(k))

Soit w tel que p,, # 0. On a donc w > v. Supposons que f*(Ny(k)) # 0. Soit
d= HE—Z], siv>1etd=0, sinon. On définit, de méme, A = [llrr’]—q‘;’], siw>1et
A =0, sinon. On a d < A.

D’apres la proposition 3.1, il existe

(1i)ien avee p; € {0, ..., s}, u; = 0 pour 7 assez grand, tels que

+oo
No(k) =w+>_ milg" = 1). (10)
i=1
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N,
Or No(k) =v+ sZ(qj —1). On a donc
j=k

400 Ny,
wH+ Y il =) =v+sy (¢ —1).
i=1 =k

On a alors égalité des coefficients d’indice supérieur a k, d’apres le lemme 1. En
effet, pour k assez grand,ona k> A+1>d+1et

k—1

w+ Zm(qi 1)< (-1 -1)
v< (g1 —1).

Par conséquent, on est ramené a 1’égalité suivante :

k—1
v=wt Y e 1)
i=1
Orv<w.Onadoncv=wet u; =0pour 1 <i<k—1.

On en déduit , d’une part, que pour v = w, il y a unicité de la décomposition
de Ny(k) sous forme (10) et par conséquent, que fU(No(k)) # 0, d’apres la
proposition 3.3. Pour w # v, on a, d’autre part, f*(Ny(k)) = 0. En conclusion,
on a: F(No(k)) # 0.

6.3 Preuve de la non-nullité de G(Ny(k))
Soit w tel que p,, # 0. Supposons que g*(Ng(k)) # 0. Soit A = [B¥] siw > 1

Ing
et A =0, sinon.
On a, d’apres la proposition 3.2,

+oo
No(k) =q+ .+ ¢ "+ (w+1)g" +> pi(¢ = 1), (11)
j=1
avect>1, 0< pu; <s—1,pour1 <j<iet0<pu; <s, pourj>i+l.
Considérons une telle écriture. On a alors I’égalité suivante :

400 Ny
g+ .. +q¢ 1t +(w+1)qi+2uj(qj -1) :v+sZ(qj —1).
j=1 j=k
On a vu, au paragraphe 5, cas 1, que si i > k, alors
g+ -+ (DG + Y —1) > ¢Fna(k) +r+ (- 2)(g+ -+ 6",
j=1
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avec
ni(k)=v+(s—1)+s(g+...+ qml(k)) + yl(k)qml(k)ﬂ,

ou z1(k) et y1(k) sont les reste et quotient de la division euclidienne par s de la
quantité ¢* —r — (¢ —3)(¢+ ... +¢*~1) — (s —1). Or, pour k assez grand , on a :

" —r—(a-2) g+ ..+ +v<d —r—(g-3)g+..+d""),

c’est-a-dire ng(k) < ni(k). On ne peut donc pas avoir No(k) > ¢*ni(k) +7r +
(g —2)(qg+ .. +¢* 1), ni, a fortiori, i > k.

Nous allons distinguer deux cas selon les valeurs prises par ¢, avec ¢ < k — 1,
et montrer qu’ils aboutissent tous deux a une contradiction.

e Supposons i + A+ 1<k —1.
k—1
Onadone g+..+q '+ (w+1)g" + > p(d —1) < (g—1)(¢" ' = 1).
j=1
D’apres le lemme 1, on est alors ramené a ’égalité suivante :
k—1
v=g+ ¢ (W DG+ (e - 1),
j=1
ce qui est impossible car v < w.

e Supposons donc k — A —-1<i<k-—1.
On a, pour k assez grand, i + A + 1 < Ng. On est, d’apres le lemme 1,
ramené a ’égalité entre les deux expressions suivantes :

v+s(g8 — 1)+ ... +s(¢TAT - 1)

i+A+1

gt +d Hw+ D+ Y e - 1),
j=1

On a, pour i assez grand, donc pour k assez grand : ¢'~2—(s(i+A+2—k)) >

0
AT
et ¢"72 — Z pj > 0. En ajoutant ¢'~2 aux deux membres, on obtient
=i

alors une nouvelle égalité entre les deux expressions suivantes :

VA g2 = (s(i+ A+2— k) + 5" + ..+ 5g" A (12)
i—1 i+A+1 i+A+1
G g T (w0 ) Y (@ 1) Y )+ Y md (13)
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On a, de méme, pour k assez grand :

v+q 2= (s(i+ A+2—k)) <

1—1 1+A+1
g+ AT Y i =D+ (0= ) ) <4
j=1 j=i

Effectuons alors la division euclidienne de (12) et de (13) par ¢'. On a,
d’apres I'unicité du reste :

i i+A+1
v T (s(iHA+2R) = gt T D (@ =D+ D ).
=1 =i

Or, pour k assez grand :

Vg (s(i+A+2—-k) <qg!

et
1—1 i+A+1
R A e N U ) CAml S 7D I
j=1 j=i

On obtient ici encore une contradiction.

On ne peut donc pas avoir de décomposition de Ny(k) sous la forme (11) et
par conséquent, G(Ny(k)) = 0.
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